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Zusammenfassung

In dieser Master-Arbeit wurde ein Continuous-Time-Algorithmus zur Quantum-Monte-Carlo-
Simulation von stark korrelierten Elektronensystemen erarbeitet. Dabei stand zunächst die Er-
arbeitung und das Verständnis der Entwicklung der Zustandssumme in der Hybridisierung im
Mittelpunkt. Der nächste Schritt war die Implementierung eines Metropolis-Algorithmus, mit
dem ein Sampling des Zustandsraumes erfolgen sollte. Dabei war es insbesondere wichtig, die
Akzeptanzwahrscheinlichkeiten für die vorgesehen Konfigurationsveränderungen zu berech-
nen, damit eine unverzerrte Abfolge von Zuständen abgesucht wird. In den durchgeführten
Vergleichen mit Referenzergebnissen aus Exakter Diagonalisierung konnte keine Abweichung
bei der Doppelbesetzung und der Störstellen-Greenfunktion festgestellt werden, was auf eine
einwandfreie Implementierung hindeutet. Bei der Untersuchung des Skalierungsverhaltens der
mittleren Störungsordnung mit den verschiedenen Modell- und Simulationsparametern wurde
die erwartete sehr günstige Skalierung mit der Stärke der lokalen Coulomb-Wechselwirkung
beobachtet. So sinkt die mittlere Störungsordnung, und mit ihr die benötigte Simulationszeit,
mit wachsenden Werten von U ab. Aufgrund dieser Eigenschaft ermöglicht dieser Algorith-
mus die Untersuchung sehr stark korrelierter Elektronensysteme, die mit dem Weak-Coupling-
Ansatz praktisch nicht erreichbar sind.
Bei der weiteren Simulation des Single-Impurity-Anderson-Modells zeigten sich die verschie-
denen Parameterregime, insbesondere das Kondo-Regime und Anzeichen für die Enstehung
einer Kondo-Resonanz. In der Spinsuszeptibilität wurde die damit einhergehende Abschir-
mung des Spins der Störstelle deutlich. Weiterhin wurde der Algorithmus verwendet, um das
Periodic-Anderson-Modell im Rahmen der DMFT-Approximation zu untersuchen. Dabei er-
gab sich durch die Hybridisierung neben dem Kondo-Effekt der f-Elektronen auf der Störstelle
eine Bandlücke der Leitungsband-Elektronen.
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1. Einleitung

In der Festkörperphysik spielen stark korrelierte Elektronensysteme eine wichtige Rolle. Bei
diesen ist das Bild nicht-wechselwirkender Elektronen, die sich in einem durch die Atom-
kerne hervorgerufenen Potential bewegen, nicht mehr adäquat. Viele Materialsysteme, die in
der aktuellen Forschung relevant sind, zeigen Eigenschaften, die sich durch einen solchen
Ansatz nicht erklären lassen. Dazu zählen z.B. Verbindungen der Übergangsmetalle oder der
Lanthanide. Entscheidend für die spektroskopischen und Transporteigenschaften dieser Mate-
rialien ist die Wechselwirkung der Elektronen untereinander. Durch die Coulomb-Interaktion
entstehen z.B. der Kondo-Effekt, oder es ergibt sich eine effektive Beschreibung durch sog.
schwere Fermionen, stark renormierte Quasiteilchen, die eine sehr große Masse aufweisen.
Trotz dem seit mehreren Jahrzehnten bestehenden Interesse in der Forschungsgemeinschaft
an diesen Phänomenen offenbaren sich immer wieder neue Aspekte, und noch sind nicht alle
Beobachtungen zufriedenstellend verstanden.

Bei der theoretischen Untersuchung solcher Vielteilcheneffekte kann man nicht auf exak-
te analytische Ergebnisse hoffen, da die Komplexität der Probleme solche meist unmöglich
macht. Daher wurden approximative und numerische Methoden entwickelt, die es ermögli-
chen, Einblicke in diese Phänomene zu gewinnen. Die Methode des Quantum-Monte-Carlo
(QMC) stellt dabei eine Möglichkeit dar, Modellsysteme mit komplexen Vielteilchen-Interak-
tionen numerisch exakt zu simulieren.

In dieser Arbeit soll ein Algorithmus für Continuous-Time-QMC (CTQMC) vorgestellt und
erarbeitet werden, der ein Störstellen-Modell mit starken Elektron-Elektron-Wechselwirkung-
en simulieren kann, und dabei keine Diskretisierung der imaginären Zeitachse vornehmen
muss. Dieser Ansatz wurde von Philipp Werner et. al. in [23] erstmals vorgeschlagen und in
[24] ausgearbeitet. Das Vorgehen orientiert sich am Algorithmus des Weak-Coupling-CTQMC
[21], verwendet jedoch eine Entwicklung im Hybridisierungsterm um den entkoppelten, ato-
maren Limes.

In Abschnitt 2 werden die Grundlagen der numerischen Integration mittels der Monte-
Carlo-Methode dargelegt, sowie die Begriffe der Spektral- und Greenfunktion eingeführt.
Außerdem beschäftigt sich dieser Abschnitt mit der prinzipiellen Idee der Dynamical Mean
Field Theory (DMFT). Danach wird auf die Effekte der Spin-Bahn-Kopplung und der Kristall-
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1. Einleitung

feld-Aufspaltung in den 4f-Niveaus der Lanthanide, insbesondere bei Cer, eingegangen. Diese
Effekte haben auch Auswirkungen auf die Eigenschaften von Festkörpern, in denen solche
Elemente als Konstituenten verwendet werden.
Das im folgenden Abschnitt 3 vorgestellte Single-Impurity-Anderson-Modell (SIAM) für ei-
ne einzelne Störstelle ist die Grundlage für die Beschreibung solcher Materialsysteme. Es
zeigt verschiedene Parameterregime, wobei insbesondere das Kondo-Regime von Interesse
ist. In diesem Parameterbereich tritt der Kondo-Effekt auf, der die Eigenschaften des Sys-
tems stark beeinflusst. Außerdem wird eine Verallgemeinerung auf mehrere lokale Orbitale
vorgenommen, sowie auf das daraus abgeleitete Periodic-Anderson-Modell (PAM) eingegan-
gen, welches für die Beschreibung von stark korrelierten Elektronen in Festkörpern verwendet
wird. Es lässt sich mit Hilfe der DMFT auf ein Störstellenproblem abbilden, wobei sich eine
zusätzliche Selbstkonsistenzbedingung ergibt.
In Abschnitt 4 erfolgt die Herleitung des Algorithmus. Dazu wird die Zustandssumme in der
Hybridisierung um den Limes einer entkoppelten Störstelle entwickelt. Des weiteren wird hier
eine effektive Methode vorgestellt, um die Störstellen-Greenfunktion zu messen.
Der darauf folgende Abschnitt 5 enthält einige Details der Implementierung des Algorithmus
und vergleicht die Ergebnisse der QMC-Simulationen mit der exakten Diagonalisierung (ED).
Außerdem wird auf die Skalierung der Komplexität mit den verschiedenen Modellparametern
eingegangen.
Abschnitt 6 zeigt weitere Ergebnisse der Simulationen für verschiedene Parameter, sowohl für
eine einzelnen Störstelle, als auch aus der DMFT-Approximation erhaltene Ergebnisse für das
Gittermodell. Insbesondere lässt sich der Kondo-Effekt beobachten, der die Entstehung einer
Kondo-Resonanz und die zunehmende Abschirmung des lokalen Spins zur Folge hat.
Der Ausblick in Abschnitt 7 zeigt, wie weitere Ergebnisse aus den Simulationen gewonnen
werden könnten, und welche Materialsysteme durch die beschriebene QMC-Methode unter-
sucht werden könnten.
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2. Grundlagen

2.1. Monte-Carlo-Methode

Mit Monte-Carlo-Verfahren werden allgemein alle numerischen Verfahren bezeichnet, bei de-
nen ein zufälliges Sampling eines Zustandsraumes stattfindet. Hier soll speziell ein Verfahren
zur stochastischen Auswertung von Integralen skizziert werden, viele der Konzepte sind aber
von allgemeiner Natur.

Man kann demnach ein Integral der Form

I =

∫
dx F(x) (2.1)

berechnen, indem man es zunächst umformt gemäß [15]

I =

∫
dx

F(x)
P(x)

P(x) =

∫
dx f (x) P(x) =

〈
f
〉

(2.2)

wobei P eine Wahrscheinlichkeitsdichte sein soll, d.h.

P(x) ≥ 0∀x,
∫

dx P(x) = 1.

Dabei sollte P so gewählt werden, dass P(x) höchstens dort verschwindet, wo auch F(x) gleich
Null ist. Der Wert des Integrals I lässt sich nach (2.2) als Erwartungswert der Funktion f
bezüglich der Wahrscheinlichkeitsdichte P interpretieren. Eine Abschätzung für das Integral
sind dann die Partialsummen

S N =
1
N

N∑
i=1

f (xi). (2.3)

Die xi sind eine Sequenz von Zufallszahlen, die aus P gezogen worden sind. Sind die xi un-
abhängig, so konvergiert die Verteilung der S N gemäß dem zentralen Grenzwertsatz gegen
eine Normalverteilung:

P[S N]
N→∞
→

1√
2πσ2

N

exp

−
(
S N −

〈
f
〉)2

2σ2
N

 .
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2. Grundlagen

S N ist also eine zunehmend bessere Abschätzung für
〈

f
〉

= I. Für die Ungenauigkeit gilt

σ2
N =

1
N − 1

σ2
s (2.4)

mit σ2
s =

〈 (
f −

〈
f
〉)2 〉

=

∫
dx

(
f (x) −

〈
f
〉)2

P(x).

Im Rahmen dieser Abschätzung ergibt sich σ2
s durch

σ2
s ≈

1
N

N∑
i=1

(
f (xi) −

〈
f
〉)2

.

2.1.1. Metropolis-Algorithmus

Die direkte Auswertung von (2.3) ist nicht möglich, wenn die Verteilung P nicht bekannt
ist. Beim sogenannten Metropolis-Algorithmus muss hingegen für eine Konfiguration x nur
eine Größe proportional des Wertes der Wahrscheinlichkeitsdichte P(x) bekannt sein, wie z.B.
deren statistische Gewicht.
Die Vorgehensweise ist dabei, eine stochastische Dynamik zu finden, durch die eine Folge
von Zuständen {xi} besucht wird, sodass ihre endgültige Verteilung der gesuchten Verteilung
P entspricht. Sobald diese Verteilung erreicht ist, kann durch weitere Schritte das gesuchte
Integral ausgewertet werden.
Zunächst sei x1 gemäß P1(x1) verteilt. Für die Verteilung Pk(xk) von xk gilt dann

Pk(xk) =

∫
dx1 · · · dxk−1 Pk(xk, · · · , x1)

=

∫
dx1 · · · dxk−1 Pk(xk|xk−1, · · · , x1)Pk−1(xk−1, · · · , x1)

=

∫
dx1 · · · dxk−1 Pk(xk|xk−1, · · · , x1) · · · P2(x2|x1) P1(x1). (2.5)

Dabei ist Pk(xk|xk−1, · · · , x1) die bedingte Wahrscheinlichkeit für das Erreichen von xk, die i.A.
von der gesamten bisherigen Folge von Zuständen abhängt. Der Metropolis-Algorithmus ver-
wendet hier eine Markov-Kette, bei der also die Übergangswahrscheinlichkeit nur vom vorhe-
rigen Zustand abhängt, d.h. Pk(xk|xk−1, · · · , x1) = Pk(xk|xk−1). Der Ausdruck für die Verteilung
von xk vereinfacht sich damit zu

Pk(xk) =

∫
dxk−1 Pk(xk|xk−1)Pk−1(xk−1)

=

∫
dxk−1 ωk(xk, xk−1)Pk−1(xk−1) (2.6)
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2.1. Monte-Carlo-Methode

wobei ωk(xk, xk−1) = Pk(xk|xk−1) die Wahrscheinlichkeit für den Übergang xk−1 → xk ist. Für
eine stationäre Sequenz ist ω unabhängig von k, und Pk(xk) ist eindeutig durch P1(x1) und
ω(x′, x) gegeben:

Pk(xk) =
(
ωkP1

)
(xk) :=

∫
dx1 · · · dxk−1 ω(xk, xk−1) · · ·ω(x2, x1)P1(x1). (2.7)

Man macht nun folgende Annahmen, die zwar im Allgemeinen schwer zu beweisen sind, aber
für alle physikalischen Problemstellungen sicher gelten [15]:

• Die Folge der Wahrscheinlichkeitsverteilungen konvergiert gegen eine stationäre Ver-
teilung, d.h. der Grenzwert P∞ = lim

k→∞
ωkP1 existiert.

• Die Übergangswahrscheinlichkeit ist ergodisch, in einer endlichen Anzahl von Schritten
n soll also von beliebigem x startend jedes beliebige y erreicht werden können:
∃ n < ∞,wn(y, x) > 0∀ y, x.

Damit die stationäre Verteilung tatsächlich abgesucht wird, möchte man, dass die sog. detail-
lierte Balance erfüllt ist

P∞(x)ω(y, x) = P∞(y)ω(x, y)

⇔
ω(y, x)
ω(x, y)

=
P∞(y)
P∞(x)

. (2.8)

Die Wahrscheinlichkeitsströme von x nach y und in umgekehrter Richtung sollen sich also
gerade ausgleichen.
Ausgehend von (2.8) soll nun eine Methode entwickelt werden, um P∞ zu samplen. Dazu
faktorisieren wir ω

ω(y, x) = T (y, x) S (y, x) (2.9)

wobei T eine Vorschlagswahrscheinlichkeit ist, und S angibt, mit welcher Wahrscheinlichkeit
der vorgeschlagene Zustand y als neuer Zustand akzeptiert wird. T kann nun so gewählt wer-
den, dass man auf einfachem Weg entsprechend verteilte Zustände generieren kann. Aus der
detaillierten Balance (2.8) folgt dann

S (y, x)
S (x, y)

=
P∞(y) T (x, y)
P∞(x) T (y, x)

⇒ S (y, x) = F
(

P∞(y)
P∞(x)

T (x, y)
T (y, x)

)
(2.10)

wobei
F(x)

F(1/x)
= x.
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2. Grundlagen

Die Akzeptanzwahrscheinlichkeit hängt nun nur noch vom Verhältnis der Wahrscheinlich-
keit der Konfigurationen ab. Damit die Verteilung P∞ der gesuchten Verteilung P entspricht,
genügt es also, die statistischen Gewichte W zu kennen, da

P(x)
P(y)

=
W(x)
W(y)

und sich somit für die Vorschlagswahrscheinlichkeit der Ausdruck

S (y, x) = F
(

W(y)
W(x)

T (x, y)
T (y, x)

)
(2.11)

ergibt. Für die Funktion F wird beim Metropolis-Algorithmus

F(x) = min (1, x) (2.12)

verwendet, aber auch durch andere Funktionen lässt sich die Bedingung der detaillierten Ba-
lance erfüllen [18]. Zusammengefasst besteht die Vorgehensweise also aus folgenden Schrit-
ten:

1. Definition einer Vorschlagswahrscheinlichkeit T

2. Erzeugung eines neuen Zustands xk+1 = xk + ε durch eine Verschiebung ε, die gemäß T
verteilt ist

3. Annahme des neuen Zustands mit einer Wahrscheinlichkeit S (xk+1, xk).

2.2. Exakte Diagonalisierung

Die exakte Diagonalisierung (ED) ist eine Methode, bei der der komplette Hamiltonoperator
Ĥ , dargestellt in einer Basis von Zuständen |φi〉 durch

Ĥ =
∑

i, j

|φi〉〈φi |Ĥ |φ j〉〈φ j |

=
∑

i, j

|φi〉Hi j〈φ j |

diagonalisiert wird. Gesucht ist also eine unitäre Transformation U, sodass

Ĥ ′ = ÛĤÛ
†

=
∑

i

|ψi〉〈ψi |Ĥ
′|ψi〉〈ψi |

=
∑

i

|ψi〉H
′
ii〈ψi |

wobei |ψi〉 = Ui j |φ j〉.

6



2.3. Spektral- und Greenfunktion

Thermische Erwartungswerte bei der inversen Temperatur β = 1/T lassen sich dann direkt
über 〈

Ô
〉

=
Tr

[
exp(−β Ĥ) Ô

]
Tr

[
exp(−β Ĥ)

] =

∑
i

exp(−βH ′ii) O′ii∑
i

exp(−βH ′ii)
(2.13)

berechnen. Hier wurde wie im weiteren Verlauf der Arbeit kB = ~ = 1 gesetzt.

Diese Methode eignet sich jedoch nur für sehr kleine Systeme, da die Dimensionalität
des Hilbert-Raums H und damit des Hamilton-Operators exponentiell mit der Anzahl der
Freiheitsgrade anwächst. So gilt beispielsweise für ein System von N Spin-1/2-Teilchen ohne
räumliche Freiheitsgrade

dim H = 2N .

Praktisch anwendbar ist die exakte Diagonalisierung daher nur für Systeme mit wenigen Frei-
heitsgraden, d.h. wenigen Gitterplätzen oder Orbitalen, liefert für diese Fälle aber eine gute
Referenz, um die Ergebnisse aus QMC-Simulationen überprüfen zu können.

2.3. Spektral- und Greenfunktion

Die Greenfunktionen und die eng mit diesen zusammenhängenden Spektralfunktionen sind
wichtige Größen in der Theorie von Vielteilchen-Problemen. Die Greenfunktionen beschrei-
ben die Elementaranregungen der Vielteilchen-Systeme, und die Spektralfunktionen sind ex-
perimentell direkt erfassbar. Gemäß [19] ist für Operatoren Â und B̂ die retardierte Green-
funktion durch

G(ret)
AB (t, t′) = G(ret)

AB (t − t′) = −i Θ
(
t − t′

) 〈 [
Â(t), B̂(t′)

]
+

〉
(2.14)

definiert, wobei
〈
·
〉

den Erwartungswert bzgl. des Grundzustandes bezeichnet. T̂t ist der
Wicksche Zeitordnungsoperator. Weitere Greenfunktionen sind die avancierte und die kau-
sale Greenfunktion. Für die folgende Betrachtung genügt die retardierte Funktion jedoch.

Die zugehörige Spektralfunktion ist definiert durch

AAB(t, t′) =
1

2π

〈 [
Â(t), B̂(t′)

]
+

〉
. (2.15)

Den Zusammenhang zwischen der Greenfunktion und der obigen Spektralfunktion erhält man
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2. Grundlagen

aus der folgenden Darstellung der Heaviside-Theta-Funktion:

Θ(t − t′) =
i

2π

+∞∫
−∞

dx
e−ix(t−t′)

x + iη
wobei η = 0+

⇒ G(ret)
AB (ω) =

+∞∫
−∞

dt eiωt(−i) Θ(t) 2π AAB(t)

=

+∞∫
−∞

dω′
+∞∫
−∞

dx
AAB(ω′)
x + iη

1
2π


+∞∫
−∞

dt exp
(
−i(x − ω + ω′) t

)
=

+∞∫
−∞

dω′
AAB(ω′)

ω − ω′ + iη
. (2.16)

Hier sieht man auch, dass im Fall nicht-wechselwirkender Teilchen die lokale Spektralfunktion

A(ω) =
1
N

∑
k

Ak(ω) (2.17)

wobei Ak(t − t′) =
1

2π

〈 [
ĉ†kσ(t), ĉkσ(t′)

]
+

〉
bis auf Vorfaktoren gerade der Einteilchen-Zustandsdichte entspricht, sie behält jedoch auch
im Fall einer renormierten Fermiflüssigkeit ihre Bedeutung. Hier wurde der Spinindex an der
Spektralfunktion weggelassen. Diese Konvention wird auch im weiteren Verlauf der Arbeit für
Spektral- und Greenfunktionen verwendet, die keine explizite Spinabhängigkeit aufweisen.
Mit Hilfe der Dirac-Identität

1
x ± iη

= P
1
x
∓ iπδ(x) (2.18)

lässt sich der umgekehrte Zusammenhang herleiten:

AAB(ω) = −
1
π

Im
[
G(ret)

AB (ω)
]
. (2.19)

2.3.1. Matsubara-Methode

Für endliche Temperaturen T = 1/β müssen die Erwartungswerte, die in den Definitionen
(2.14) und (2.15) verwendet wurden, nicht mehr über den Grundzustand vorgenommen wer-
den, sondern über ein thermisches Ensemble von Zuständen. Dieses wird durch die Dichtema-
trix

ρ̂ =
exp(−βĤ)

Z
wobei Z = Tr

[
exp(−βĤ)

]

8



2.3. Spektral- und Greenfunktion

beschrieben. Die formale Ähnlichkeit mit dem Zeitentwicklungsoperator im Heisenberg-Bild
bietet es nun an, die Zeitvariable auch komplexe Werte annehmen zu lassen. Die Matsubara-
Methode [17] betrachtet sogar nur rein imaginäre Zeiten

τ = it

⇒ Â(τ) = exp(Ĥτ) Â exp(−Ĥτ). (2.20)

Damit lässt sich die Matsubara-Greenfunktion definieren gemäß

G(M)
AB (τ − τ′) =

〈
T̂τÂ(τ)B̂(τ′)

〉
. (2.21)

T̂τ ist ein Zeitordnungsoperator für imaginäre Zeiten. Die Matsubara-Greenfunktion weist
eine Periodizität in β auf, sodass sich eine Fourierentwicklung in den sog. fermionischen
Matsubara-Frequenzen ωm anbietet:

G(M)
AB (τ + β) = −G(M)

AB (τ) (2.22)

⇒ G(M)
AB (τ) =

1
β

∞∑
m=−∞

exp(−iωmτ)G(M)
AB (iωm) (2.23)

wobei ωm =
(2m + 1)π

β
. (2.24)

Die dazu inverse Transformation lautet

G(M)
AB (iωm) =

β∫
0

dτG(M)
AB (τ) exp(iωmτ). (2.25)

Auch für diese Greenfunktion gibt es eine Darstellung mit Hilfe der Spektralfunktion

G(M)
AB (iωn) =

+∞∫
−∞

dω′
AAB(ω′)
iωn − ω′

(2.26)

die zugleich deren formale Äquivalenz mit der retardierten Greenfunktion verdeutlicht. Diese
ergibt sich nämlich aus (2.26) durch die Ersetzung iωm → ω + iη, wodurch man (2.16) erhält.
Aus der Definition (2.15) und der Operator-Bewegungsgleichung erhält man die Spektralmo-
mente M(n)

AB

〈 [[
· · ·

[
Â, Ĥ

]
· · · , Ĥ

]
, B̂

]
+

〉
= 2π

(
i
∂

∂t

)n

AAB(t, t′)
∣∣∣∣∣
t=t′

=

+∞∫
−∞

dω AAB(ω)ωn =: M(n)
AB. (2.27)

9



2. Grundlagen

Aus (2.26) kann man mit diesen Momenten eine Entwicklung der Greenfunktion für hohe
Frequenzen durchführen

G(M)
AB (iωn) =

1
iωn

+∞∫
−∞

dω
AAB(ω)
1 − ω

iωn

�
+∞∑
m=0

+∞∫
−∞

dω
ωm AAB(ω)
(iωn)m+1

=

+∞∑
m=0

M(m)
AB

(iωn)m+1 . (2.28)

So ist für die Spektralfunktion aus (2.17) das erste Spektralmoment durch

M(0)
k = 2πAk(0) =

[
ĉ†k , ĉk

]
+

= 1

gegeben. Das bedeutet für die entsprechende Greenfunktion

⇒ G(M)
k (iωm) =

1
iωm

+ O
(
|iωm|

−2
)
. (2.29)

Für die Greenfunktion in imaginärer Zeit ergeben sich mit den Spektralmomenten die Sum-
menregeln

M(n) = lim
τ→0

(
∂n

∂τn G(M)
AB (τ) −

∂n

∂τn G(M)
AB (−τ)

)
=

(
G(M)

AB (0+)
)(n)
−

(
G(M)

AB (0−)
)(n)

.

Die n-te Ableitung der Greenfunktion hat an τ = 0 eine Sprungstelle, die Diskontinuität ist
gerade durch das n-te Spektralmoment gegeben.

2.3.2. Spinsuszeptibilität

Ein Beispiel einer höheren Greenfunktion ist die longitudinale Spinsuszeptibilität [19]. Sie
ist die Korrelationsfunktion für die z-Komponente des Spin-Operators Ŝz. Ihre Darstellung in
Matsubara-Frequenzen lautet

χ(iνm) =

β∫
0

dτ
〈

Ŝz(τ)Ŝz(0)
〉

eiνmτ (2.30)

wobei νm = 2mπ
β

eine bosonische Matsubarafrequenz ist. Eine Divergenz in der statischen
Spinsuszeptibilität χ(0) bei endlicher Temperatur deutet auf eine ferromagnetische Instabilität

10



2.4. Dynamical Mean Field Theory

hin. Dann genügt bereits ein infinitesimal kleines Feld, um eine magnetische Ordnung her-
vorzurufen. Ein paramagnetisches Verhalten ist durch ein Curie-Verhalten charakterisiert, d.h.
χ(0) ∝ 1

T .

2.4. Dynamical Mean Field Theory

Die Idee einer Mean-Field-Theorie ist, für ein gegebenes Gitterproblem eine approximati-
ve, effektive Beschreibung durch einen einzigen ausgewählten Gitterplatz zu finden. Damit
werden nur lokale Freiheitsgrade berücksichtigt, die zusätzlich an ein effektives externes Bad
gekoppelt werden, dass aus den übrigen Freiheitsgraden hervorgeht. Räumliche Fluktuationen
werden damit nicht berücksichtigt. Im Grenzfall unendlich vieler räumlicher Dimensionen D
oder unendlicher Koordinationszahl Z wird eine klassische Mean-Field-Theorie exakt. Bei
quantenmechanischen Problemen ist eine solche Näherung jedoch nicht adäquat. Den korrek-
ten Limes D→ ∞ erhält man in diesem Fall durch ein dynamisches effektives Feld [8], sodass
quantenmechanische Fluktuationen weiterhin berücksichtigt bleiben. Die Selbstenergie wird
in dieser Näherung lokal, also k-unabhängig:

Σ(k, ω) = Σ(ω). (2.31)

Das ursprüngliche Gitterproblem geht über in ein Störstellenproblem, wobei sich eine zusätz-
liche Selbstkonsistenzbedingung für das effektive Feld ergibt.

2.5. Cer und Cer-Verbindungen

Bei Atomen der Seltenen Erden oder Lanthanide haben die Valenz-Elektronen einen 4f-Cha-
rakter. Beim Einbau dieser Atome in ein Gitter eines Festkörpers bewirken mehrere Effekte
eine Aufspaltung der verschiedenen 4f-Niveaus [5]: zunächst die Spin-Bahn-Kopplung (SO),
und außerdem das Kristallfeld (CF). Aufgrund der starken Lokalisierung der 4f-Niveaus in der
Nähe der Atomkerne und der daraus folgenden Abschirmung durch die stärker delokalisierten
5p- und 6s-Elektronen hat die Spin-Bahn-Kopplung dabei eine größere Auswirkung.
Bei der folgenden Betrachtung soll nur Cer eine Rolle spielen, das im Festkörper als Ce3+-
Ion vorliegt und nur ein f-Elektron aufweist. Wie in Abbildung 2.1 für kubische Symmetrie
dargestellt, spaltet die Spin-Bahn-Kopplung das 4f-Niveau in zwei 6- bzw. 8-fach entartete
Niveaus auf, die Eigenzustände zum Gesamtdrehimpuls J sind, wobei die zugehörigen Quan-
tenzahlen j = 5/2 bzw. j = 7/2 sind. Letzteres ist das energetisch höher gelegene Niveau,
und der energetische Abstand dieser beiden Zustände ist so groß, dass eine thermische Be-
setzung des höheren Niveaus praktisch nicht auftritt. Für eine Beschreibung des Verhaltens
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2. Grundlagen

bei kleinen Temperaturen durch ein effektives Modell genügt also die Berücksichtigung des
5/2-Multipletts. Das durch benachbarte Atome hervorgerufene Kristallfeld bewirkt nun eine

Abbildung 2.1.: Aufspaltung des 4f-Niveaus in Cer in kubischer Symmetrie, aus [5]

weitere Aufhebung der Entartung. Das Niveau j = 5/2 spaltet je nach Kristallsymmetrie in
mehrere zwei- bis vierfach entartete Niveaus auf. So liegen in hexagonaler Symmetrie drei
Dubletts vor. Diese sind Eigenzustände zur z-Komponente jz des Gesamtdrehimpulses, also
| ± 1/2〉, | ± 3/2〉 und | ± 5/2〉. Der Abstand zwischen den einzelnen Dubletts ist deutlich ge-
ringer als die Aufspaltung durch die Spin-Bahn-Kopplung, sodass eine thermische Besetzung
aller Dubletts möglich ist. Durch den Zeeman-Effekt in einem externen Magnetfeld kann die
Entartung vollständig aufgelöst werden, wobei der Abstand zwischen den Niveaus hier noch
einmal kleiner ist als bei der Kristallfeld-Aufspaltung.
Die in Abbildung 2.2 dargestellte Spektralfunktion zeigt, dass auch in einem Festkörper An-
zeichen dieser aufgespaltenen Niveaus zu finden sind. So kann der Bereich A mit erhöhtem
spektralem Gewicht direkt auf die Auslösung eines Elektrons aus dem Grundzustand des 4f-
Niveaus (4 f 1 → 4 f 0) zurückgeführt werden. Bei der mit D bezeichneten Resonanz handelt es
sich um die in Abschnitt 3.3 besprochene Kondo-Resonanz. Diese hat aufgrund der SO- und
CF-Aufspaltung weitere Satelliten, die im Spektrum in den Bereichen B und F bzw. C und E
auftreten.

Experimentell kann durch die Photoemissions-Spektroskopie (PES) direkt auf den Teil
der Spektralfunktion zurückgeschlossen werden, der aufgrund der Fermi-Verteilung besetzt
ist. Der Bereich oberhalb des chemischen Potentials kann nur bis zu einer Energie von der
Größenordnung der thermischen Energie untersucht werden, der übrige Bereich ist durch die
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2.5. Cer und Cer-Verbindungen

Fermi-Verteilung abgeschnitten. Der übrige Teil lässt sich mit der inversen Photoemissions-
Spektroskopie (IPES) vermessen. In Abbildung 2.3 sind PES-Spektren der Cer-Verbindung
CeCu2Si2 bei verschiedenen Temperaturen dargestellt. Für sinkende Temperaturen beobachtet
man hier insbesondere die Ausbildung einer Kondo-Resonanz am chemischen Potential.

Abbildung 2.2.: f-Spektralfunktion des Single-Impurity-Anderson-Modells aus Rechnungen
im Rahmen der Non-Crossing-Approximation, aus [20]
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2. Grundlagen

Abbildung 2.3.: Oben: theoretische f-Spektralfunktion für CeCu2Si2, Unten: Spektralfunkti-
on aus Photoemission-Spektren von CeCu2Si2, aus [20], klein sind die Roh-
spektren dargestellt
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3. Anderson-Modell

In Festkörpern der Übergangsmetalle mit besetzten 3d-Orbitalen oder Elementen der Lantha-
nide mit besetzten 4f-Orbitalen ergibt sich ein Wechselspiel zwischen den aus überlappenden
s- und p-Orbitalen gebildeten Elektronenbändern, in denen sich die Elektronen frei, d.h. ohne
Wechselwirkung bewegen können, und den stark lokalisierten 3d- oder 4f-Zuständen, in denen
sie aufgrund der räumlichen Nähe eine starke Coulomb-Abstoßung erfahren. Diese Kompo-
nenten kann man im sog. Single-Impurity-Anderson-Modell (SIAM) [3] einfangen. Es be-
schreibt ein Bad von freien, nicht-wechselwirkenden Elektronen, die durch eine Bandstruktur
ε(k) = εk der Bandbreite W beschrieben werden. Diese Elektronen werden durch die Operato-
ren ĉ†kσ beschrieben. An dieses Bad sind Elektronen auf einer lokalisierten Störstelle gekoppelt,
denen die Operatoren f̂ †σ zugeordnet sind. Auf dieser Störstelle gibt es eine lokale Coulomb-
Abstoßung analog dem Hubbard-Modell. Der Hamilton-Operator setzt sich demnach aus den
Anteilen des Bades, der Störstelle, und der Hybridisierung zwischen diesen zusammen:

Ĥ = Ĥbath + Ĥhyb + Ĥimp (3.1)

Ĥbath =
∑
k,σ

εkĉ
†

kσĉkσ

Ĥhyb =
∑
k,σ

Vkĉ
†

kσ f̂σ + V∗k f̂ †σ ĉkσ.

Das chemische Potential wurde hierbei in der Definition der Bandenergien εk absorbiert. Die
Hybridisierungstärke Vk ergibt sich durch ein Überlappintegral

Vk =

∫
dr Ψ∗k(r) Ĥhyb,kd Φ f (r) (3.2)

zwischen den Blochwellen Ψk(r) der Leitungselektronen und den Wellenfunktionen der loka-
lisierten Elektronen Φ f (r).
Der Hamilton-Operator für die Störstelle hat im Fall eines einzelnen lokalen Orbitals die Form

Ĥimp =
∑
σ

ε f f̂ †σ f̂σ + U
(
n̂ f↑ −

1
2

) (
n̂ f↓ −

1
2

)
︸                      ︷︷                      ︸

ĤU

(3.3)
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3. Anderson-Modell

wobei ε f bei U = 0 die energetische Lage des Niveaus relativ zum chemischen Potential
bezeichnet. Bei der speziellen Wahl ε f = 0 ergibt sich das symmetrische SIAM. Es weist eine
Teilchen-Loch-Symmetrie auf, denn es liegt gerade Halbfüllung vor:〈

n̂ f↑

〉
+

〈
n̂ f↓

〉
= 1.

Die Stärke der Coulomb-Abstoßung U bei Doppelbesetzung ist durch das Matrixelement des
Coulomb-Potentials gegeben:

U =

∫
dr dr′Φ∗f (r) Φ∗f (r

′)
e2

|r − r′|
Φ f (r) Φ f (r′). (3.4)

Da im übrigen Teil der Arbeit allein die thermischen Greenfunktionen aus (2.21) von Interesse
sind, wird im Folgenden deren oberer Index (M) weggelassen. Die thermische Störstellen-
Greenfunktion

G f f (τ − τ′) =
〈

T̂τ f̂ †σ(τ) f̂σ(τ′)
〉

(3.5)

erfüllt eine Dyson-Gleichung, die sich nach Definition der Hybridisierungsfunktion gemäß

∆(iωm) =
∑

k

|Vk|
2

−iωm + εk
(3.6)

in der Form

G f f (iωm) =
(
G(0)

f f (iωm) − Σ(iωm)
)−1

=
(
iωm − ε f + ∆(iωm) − Σ(iωm)

)−1
(3.7)

schreiben lässt. Umgekehrt erhält man die Selbstenergie durch

Σ(iωm) =
(
G(0)(iωm)

)−1
−

(
G(iωm)

)−1
. (3.8)

G(0)
f f ist dabei gerade die Greenfunktion det Störstelle, wenn die Selbstenergie verschwindet,

also wenn keine Coulomb-Abstoßung vorliegt.

3.1. Bewegungsgleichung der Greenfunktion

Der in (3.7) verwendete Ausdruck für die freie Greenfunktion G(0)
f f (iωm) ergibt sich dabei aus

der Bewegungsgleichung für die Greenfunktion. Dazu beginnt man mit der Bewegungsglei-
chung für Operatoren im Heisenberg-Bild [2]:

∂

∂τ
ĉkσ =

[
Ĥ , ĉkσ

]
= −εkĉkσ − Vk f̂σ (3.9)

∂

∂τ
f̂σ = −ε f f̂σ −

∑
k

V∗k ĉk,σ +
[
ĤU , f̂σ

]
= −

(
ε f −

U
2

)
f̂σ −

∑
k

V∗k ĉk,σ − Un̂−σ f̂σ. (3.10)
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3.1. Bewegungsgleichung der Greenfunktion

Daraus erhält man für die Komponenten der Greenfunktion ein System von gekoppelten Dif-
ferentialgleichungen(

∂

∂τ
− εk

)
Gkk′(τ − τ′) = δkk′δ(τ − τ′) + V∗k G f k′(τ − τ′) (3.11)(

∂

∂τ
− ε f +

U
2

)
G f k′(τ − τ′) =

∑
k

VkGkk′(τ − τ′) + U
〈

f̂ †σ(τ) n̂−σ(τ) ĉk′σ(τ′)
〉

(3.12)

−

(
∂

∂τ′
+ εk′

)
G f k′(τ − τ′) = Vk′G f f (τ − τ′) (3.13)(

∂

∂τ
− ε f +

U
2

)
G f f (τ − τ′) = δ(τ − τ′) +

∑
k

VkGk f (τ − τ′) + U
〈

f̂ †σ(τ) n̂−σ(τ) f̂σ(τ′)
〉
. (3.14)

Dabei sind
〈

f̂ †σ(τ) n̂−σ(τ) ĉk′σ(τ′)
〉

und
〈

f̂ †σ(τ) n̂−σ(τ) f̂σ(τ′)
〉

höhere Greenfunktion, die aus

dem Kommutator
[
ĤU , f̂σ

]
hervorgehen.

Die freie Bad-Greenfunktion gkk′(τ − τ′) = δkk′gk(τ − τ′), die sich für den Fall Vk = 0 ergibt,
erfüllt die Bewegungsgleichung(

∂

∂τ
− εk

)
gk(τ − τ′) = δ(τ − τ′)

⇔ (iωm − εk) gk(iωm) = 1. (3.15)

Setzt man (3.13) und (3.15) in (3.11) ein, so erhält man

−

(
∂

∂τ
− εk

) (
∂

∂τ′
+ εk′

)
Gkk′(τ − τ′) = −δkk′

(
∂

∂τ
− εk

) (
∂

∂τ′
+ εk′

)
gk(τ − τ′)

+ V∗k G f f (τ − τ′)Vk′ .

Durch Fouriertransformation (2.23) zu Matsubara-Frequenzen erhält man ein System von al-
gebraischen Gleichungen, das sich unter Verwendung von (3.15) weiter umformen lässt:

−(iωm − εk) (−iωm + εk′) Gkk′(iωm) = −δkk′ (iωm − εk) (−iωm + εk′) gk(iωm)

+ V∗k G f f (iωm) Vk′ .

⇔ Gkk′(iωm) = δkk′ gk(iωm) + gk(iωm) V∗k G f f (iωm) Vk′ gk′(iωm). (3.16)

Diese Gleichung gibt den Zusammenhang zwischen der Bad-Greenfunktion und der Störstel-
len-Greenfunktion an. Letztere ist gerade die Streu- oder T-Matrix für die Badelektronen.
Nach inverser Fouriertransformation (2.25) erhält man

Gkk′(τ − τ′) = δkk′gk(τ − τ′) +

β∫
0

dτ1dτ2gk(τ − τ1)V∗k G f f (τ1 − τ2)Vk′gk′(τ2 − τ
′). (3.17)
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3. Anderson-Modell

Schließlich ergibt sich durch Summation über alle Impulse k und k′ die neue Greenfunktion
G , die später von Bedeutung sein wird.

G (τ − τ′) =
∑
k,k′

Vk Gkk′(τ − τ′) V∗k′

= ∆(τ − τ′) +

β∫
0

dτ1dτ2 ∆(τ − τ1) G f f (τ1 − τ2) ∆(τ2 − τ
′). (3.18)

Im unkorrelierten Fall U = 0 kann man das Gleichungssystem (3.11) bis (3.14) schließen, da
es keine Beiträge höherer Greenfunktionen gibt. Somit erhält man für die freie Störstellen-
Greenfunktion aus (3.14) und (3.13) die Gleichung

(iωm − ε f ) G(0)
f f (iωm) = 1 −G(0)

f f (iωm)
∑

k

|Vk|
2

−iωm + εk

⇔ G(0)
f f (iωm) =

iωm − ε f +
∑

k

|Vk|
2

−iωm + εk

−1

, (3.19)

welche gerade dem in (3.7) verwendeten Ausdruck entspricht.
Kennt man die ersten Momente der Entwicklung (2.28), so kann man daraus eine analoge Ent-
wicklung der Selbstenergie durchführen. Dazu benötigt man jedoch zusätzlich das Verhalten
der Hybridisierungsfunktion für |iωm| � W

∆(iωn) � −
1

iωn

∑
k

|Vk|
2 + O

(
|iωn|

−2
)

=: −
∆(0)

iωn
+ O

(
|iωn|

−2
)
.

Die Entwicklung der Selbstenergie lautet dann

Σ(iωn) = iωn

(
1 −

1
M(0)

)
+

(
M(1)

(M(0))2 − ε f

)
+

1
iωn

(
M(2)

(M(0))2 −
(M(1))2

(M(0))3 + ∆(0)
)
+O

(
|iωn|

−2
)
. (3.20)

Gibt es keine Einschränkung des Hilbert-Raumes, so gilt M(0) = 1, und liegt weiterhin Halb-
füllung vor, d.h. ε f = 0, so ergibt sich Re[G(iωm)] = 0, d.h. für alle ungeraden n ist M(n) = 0.
Somit verbleibt

Σ(iωn) =
1

iωn

(
M(2) + ∆(0)

)
+ O

(
|iωn|

−2
)
. (3.21)
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3.2. Atomarer Limes

3.2. Atomarer Limes

Im Grenzfall V → 0 sind Störstellen und Bad entkoppelt. Für die Störstelle ergeben sich
vier Zustände [12]. Zum einen erhält man jeweils zwei nicht entartete Konfigurationen ohne
Besetzung bzw. mit Doppelbesetzung

Ĥimp |0〉 =
U
4
|0〉 und Ĥimp | ↑↓〉 =

(
2ε f +

U
4

)
| ↑↓〉,

die kein magnetisches Moment aufweisen. Zum anderen gibt es zwei entartete einfach besetzte
Konfigurationen

Ĥimp | ↑〉 =

(
ε f −

U
4

)
| ↑〉 und Ĥimp | ↓〉 =

(
ε f −

U
4

)
| ↓〉.

Diese tragen ein magnetisches Moment und zeigen in der Suszeptibilität ein Curie-Verhalten.
Die Störstellen-Greenfunktion erhält man durch direktes Auswerten von

G f f (τ) =
〈

Tτ f̂ †σ(τ) f̂σ
〉

=
Tr

[
exp(−β Ĥimp) f̂ †σ(τ) f̂σ

]
Tr

[
exp(−β Ĥimp)

] . (3.22)

Alternativ kann man in diesem Grenzfall das System der Gleichungen (3.11) bis (3.14) di-
rekt lösen. Die Greenfunktionen für Störstelle und Bad sind separiert, und die Badelektronen
werden durch die freie Badgreenfunktion

Gkk′(iωm) = δkk′
1

iωm − εk
(3.23)

beschrieben. Für den Fall eines einzelnen Orbitals und die spezielle Wahl von ĤU aus (3.3):
ĤU = U

(
n̂
↑
− 1/2

) (
n̂
↓
− 1/2

)
erhält man für die Störstellen-Greenfunktion [12] zur Spinori-

entierung σ

G f f ,σ(iωm) =
1 −

〈
n̂−σ

〉
iωm − (ε f − U/2)

+

〈
n̂−σ

〉
iωm − (ε f + U/2)

. (3.24)

Diese Terme beschreiben gerade die Besetzung des zuvor unbesetzten Orbitals mit einem
Elektron bzw. die Doppelbesetzung, je nachdem, ob bereits ein Elektron mit entgegengesetz-
ter Spin-Orientierung vorhanden ist. Die Anregungsenergien sind die Energiedifferenzen zwi-
schen unbesetztem und einfach besetztem bzw. zwischen einfach und doppelt besetztem Zu-
stand.
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3.3. Kondo-Regime

Im nicht-wechselwirkenden Fall werden die lokalisierten 4f-Zustände durch die Hybridisie-
rung verbreitert, und es entsteht eine Resonanz, deren Breite sich nach [12] durch

E∆ = π
∑

k

|Vk|
2 δεk = πV2ρ(0) (3.25)

ergibt, wobei man die zweite Umformung für eine k-unabhängige Hybridisierungsstärke Vk =

V erhält, sodass sich mit ρ(0) die Zustandsdichte der Badelektronen am chemischen Potential
ergibt.

Ein Grundzustand mit einem lokales Moment liegt genau bei einfacher Besetzung vor, im
atomaren Grenzfall heißt das, wenn ε f − U/2 < 0 < ε f + U/2. Genau dann ist nämlich
die einfach besetzte Konfiguration die energetisch günstigste. Bei Vk , 0 liegt weiterhin ein
lokales Moment vor, solange E∆ � −ε f + U/2, ε f + U/2. Die Besetzung ist dann beinahe
immer eins, und es finden in guter Näherung nur virtuelle Anregungen in den unbesetzten
bzw. doppelt besetzten Zustand statt. In diesem Regime kann man das SIAM auf ein effektives
Modell transformieren, das s-d-Modell

Ĥsd =
∑
k,σ

εkĉ
†

kσĉkσ +
∑
k,k′

Jkk′
(
Ŝ

+
ĉ†k↓ĉk′↑ + Ŝ

−
ĉ†k↑ĉk′↓ + Ŝz

(
ĉ†k↑ĉk′↑ − ĉ†k↓ĉk′↓

))
. (3.26)

Ŝ
±

und Ŝz sind Spin-Operatoren des lokalen Orbitals. Die Stärke der effektiven antiferromag-
netische Austauschkopplung Jkk′ erhält man nach der Transformation aus den Parametern des
SIAM durch

Jkk′ = V∗k Vk′

(
1

U/2 + ε f − ε
′
k

+
1

εk − ε f + U/2

)
> 0. (3.27)

Die hochenergetischen Ladungsfluktuationen wurden also ausintegriert, lediglich die sich er-
gebenden effektiven, niederenergetischen Spinfluktuationen sind von Bedeutung. Das s-d-
Modell beschreibt Streuprozesse der Leitungselektronen an der Störstelle, wobei die Terme
Ŝ

+
ĉ†k↓ĉk′↑ und Ŝ

−
ĉ†k↑ĉk′↓ zusätzlich einen simultanen Spin-Flip von dem Leitungsbandelektron

und dem lokalem Elektron verursachen. Durch diese Wechselwirkung zwischen den Spins
entsteht der sogenannte Kondo-Effekt, der sich u.a. in einem Minimum des spezifischen Wi-
derstandes äußert. Unterhalb einer gewissen Temperatur steigt dieser wieder an und erreicht
schließlich für T → 0 einen Sättigungswert. Das beschriebene Verhalten lässt sich in den
Widerstandskurven in Abbildung 3.1 wiederfinden. In diesem Fall muss man natürlich et-
was vorsichtig sein, da es sich nicht um eine einzelne Störstelle handelt, sondern um einen
Festkörper mit einer gewissen Störstellen-Konzentration.
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3.3. Kondo-Regime

Abbildung 3.1.: spezifischer Widerstand in Abhängigkeit von der Temperatur für verschiede-
ne Mo-Nb-Legierungen mit 1% Fe, aus [22]

Gleichzeitig entwickelt sich eine typische Energieskala, die durch die sogenannte Kondo-
Temperatur TK charakterisiert wird. Für diese gilt unter der vereinfachenden Annahme einer
k-unabhängigen Austauschkopplung J nach [16]

TK ∼ W exp
(
−

1
2 ρ(0) J

)
. (3.28)

Für T → 0 bildet sich unterhalb von TK ein Singlett aus Störstellen- und Leitungsband-
zuständen heraus, welches energetisch günstiger ist als der einfach besetzte atomare Zustand.
Mit der Ausbildung dieses Singletts ergibt sich eine zunehmende Abschirmung des lokalen
Spins durch die Leitungselektronen, und somit eine Abweichung vom Curie-Verhalten in der
Suszeptibilität. Für T → 0 wird eine vollständige Abschirmung des lokalen Spins erreicht,
sodass eine endliche Suszeptibilität verbleibt, die von der Größenordnung χ(0) ∼ 1/TK ist.
Abbildung 3.2 zeigt den typischen Verlauf der inversen Suszeptibilität. Unterhalb der Kondo-
Temperatur erkennt man eine Abweichung vom linearen Verlauf, und schließlich geht die
Suszeptibilität für T → 0 in eine Sättigung.
In der Spektralfunktion ergibt sich durch den Kondo-Effekt die sogenannte Kondo-Resonanz
[1] nahe dem chemischen Potential. Ein entsprechendes Spektrum zeigt Abbildung 3.3. Die
Breite des Peaks beiω = 0 ist dabei von der Größenordnung TK . Zusätzlich zu dieser Resonanz
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3. Anderson-Modell

sieht man zwei weitere Bereiche mit größerem spektralem Gewicht, einer bei ω ≈ ε f −U/2 ge-
legen, der dem Übergang f 1 → f 0 zugeordnet werden kann, und ein weiterer beiω ≈ ε f +U/2,
der zum Übergang f 1 → f 2 gehört.

Abbildung 3.2.: inverse Suszeptibilität in Abhängigkeit von der Temperatur, Ergebnisse aus
Berechnungen mittels Numerischer Renormierungsgruppe, aus [25]

3.4. Weitere Parameterregime

Wird nun entweder ε f − U/2 oder ε f + U/2 dem chemischen Potential angenähert, sodass∣∣∣ε f − U/2
∣∣∣ , ∣∣∣ε f + U/2

∣∣∣ ≈ E∆, dann werden auch Ladungsfluktuationen immer wichtiger, und
die Besetzung der lokalen Störstelle kann signifant von eins abweichen. Die Transformation
auf das s-d-Modell ist dann keine gültige Approximation mehr. Dieses Mixed-Valence-Regime
hat für Systeme mit einer periodischen Anordnung von Störstellen eine größere Bedeutung
[12]. Zudem gibt es zwei nicht-magnetische Regime, in denen das lokale Orbital unbesetzt ist,
d.h. ε f − U/2 � E∆, oder doppelt besetzt ist, wenn also −(ε f + U/2) � E∆.
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3.5. Mehr-Orbital-Modelle

Abbildung 3.3.: Spektralfunktion des symmetrischen SIAM aus Berechnungen mittels Funk-
tioneller Renormierungsgruppe, aus [13]

3.5. Mehr-Orbital-Modelle

Durch Hinzunahme weiterer lokaler Orbitale kann z.B. die Valenzschale eines 4f-Metalls mo-
delliert werden. Die Entartung der atomaren Orbitale wird durch Spin-Bahn-Kopplung und
das Kristallfeld, also die Wechselwirkung mit benachbarten Atomen und ihren Elektronen,
teilweise aufgehoben, und es ergibt sich ein Spektrum von energetisch getrennten Orbitalen,
wobei je nach Geometrie eine gewisse Entartung verbleibt. Der Hamiltonoperator der loka-
len Störstelle lautet für eine sehr einfache lokale Coulomb-Abstoßung, und zweifach entartete
Zustände, die durch eine Orbitalquantenzahlen α und eine Spinquantenzahl σ charakterisiert
werden

Ĥimp =
∑
α,σ

εα f̂ †ασ f̂ασ +
U
2

N̂
( f )

(
N̂

( f )
− 1

)
(3.29)

wobei N̂
( f )

=
∑
α,σ

n̂( f )
α,σ.

Die Größe des Hilbert-Raumes H wächst dabei allerdings exponentiell mit der Anzahl der
Orbitale M an, denn dim(H ) = 22M. Eine Vereinfachung ergibt sich im Grenzfall U → ∞
da dann nur noch der unbesetzte und alle einfach besetzten Zustände erlaubt sind. Im obigen
Grenzfall wächst die Größe des effektiven Hilbert-Raumes dann nur noch linear, es gilt also
dim(He f f ) = 2M + 1, da mit jedem neuen Orbital nur jeweils ein Zustand für jede Spin-
orientierung hinzukommt. Die einfache Form des Hamilton-Operators in (3.29) ist in diesem
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3. Anderson-Modell

Grenzfall gerechtfertigt, da effektiv keine Wechselwirkung der Elektronen untereinander mehr
vorhanden ist. Dennoch genügt diese Näherung, um die 4f-Orbitale der Ce3+-Ionen in Cer-
Verbindungen durch das Anderson-Modell zu beschreiben, da sich bei diesen höchstens eine
einfache Besetzung ergibt.

Für zwei Orbitale bilden die Produktzustände

|0〉 = |0, 0〉, |1〉 = | ↑, 0〉, |2〉 = | ↓, 0〉, |3〉 = |0, ↑〉, |4〉 = |0, ↓〉

aus den Einzelorbital-Zuständen eine Basis des Hilbert-Raumes, in der sich der Hamilton-
Operator darstellen lässt als

Himp =



0 0 0 0 0
0 ε0 0 0 0
0 0 ε0 0 0
0 0 0 ε1 0
0 0 0 0 ε1


. (3.30)

Die Störstellen-Greenfunktion (3.5) ist nun eine Matrix entsprechend der Anzahl der lokalen
Orbitale mit den Einträgen

Gαα′(τ − τ′) =
〈

T̂τ f̂ †ασ(τ) f̂α′σ(τ′)
〉
.

Im erwähnten Grenzfall U → ∞ gilt die kanonische Kommutationsrelation für fermionische
Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren nicht mehr, stattdessen ergibt sich[

f̂ †ασ, f̂α′σ′
]
+

= f̂ †ασ f̂α′σ′ + f̂α′σ′ f̂ †ασ

= |α, σ〉〈0 | |0〉〈α′, σ′ | + |0〉 〈α′, σ′ | |α, σ〉︸          ︷︷          ︸
δαα′δσσ′

〈0 |

=

n̂ασ + (1 − N̂
( f )

) , α = α′, σ = σ′

f̂ †ασ f̂α′σ′ , sonst.
(3.31)

Für das Hochenergieverhalten der Störstellen-Greenfunktion bedeutet dass

Gαα′(iωm) �
M(0)

iωm
+ O

(
|iωm|

−2
)
, M(0) < 1. (3.32)

Aus der entsprechenden Entwicklung der Selbstenergie aus (3.20) folgt dann im Gegensatz zu
(3.21), dass Σ(iωm) � O (iωm), da der Koeffizient des linearen Terms nicht verschwindet.

24



3.6. Gittermodell - Periodic-Anderson-Modell

3.6. Gittermodell - Periodic-Anderson-Modell

Eine einzelne Störstelle, wie sie im SIAM beschrieben wird, führt bei einer Kopplung an
ein Bad von Nc Gitterpunkten zu einer Verschiebung der energetischen Zustände von der
Größenordnung 1/Nc. Im thermodynamischen Limes hat sie also keine Auswirkung, dafür ist
eine endliche Konzentration von Störstellen nötig. Dies kann man u.a. dadurch erreichen, dass
man eine periodische Anordnung von Störstellen einführt. Dadurch erhält man das Periodic-
Anderson-Modell (PAM), dessen Hamilton-Operator im Ortsraum

ĤPAM = − t
∑
<i, j>,σ

(
ĉ†iσĉ jσ + ĉ†jσĉiσ

)
+

∑
i,σ

(
Vĉ†iσ f̂iσ + V∗ f̂ †iσĉiσ

)
+

∑
i,σ

ε f f̂ †iσ f̂iσ +
∑

i

U
(
n̂ f

i,↑ −
1
2

) (
n̂ f

i,↓ −
1
2

)
(3.33)

lautet, und ein Gitter beschreibt, in dem an jeden Gitterplatz eine Störstelle gekoppelt ist.
Zwischen benachbarten Badplätzen < i, j > kann ein Hüpfen mit der Amplitude t stattfinden,
zwischen den Störstellen soll es jedoch keinen direkten Austausch geben. Im k-Raum kann
man den nicht-wechselwirkenden Teil des Hamilton-Operator in Matrixschreibweise darstel-
len

ĤPAM =
∑
k,σ

(
ĉ†kσ, f̂ †kσ

)  εk V
V∗ ε f

︸    ︷︷    ︸
ĥ

(0)
(k)

ĉkσ

f̂kσ

 +
∑

i

U
(
n̂ f

i,↑ −
1
2

) (
n̂ f

i,↓ −
1
2

)
. (3.34)

Die Greenfunktion des Gittermodells erhält im Folgenden zur besseren Unterscheidung von
den Größen der Einzelstörstelle den oberen Index (L). Sie ergibt sich aus dem Hamilton-
Operator (3.34) und der Selbstenergiekorrektur durch

G(L)(k, z) =

(
z − ĥ

(0)
(k) − Σ(k, z)

)−1
=

z − εk − Σc(k, z) −V
−V∗ z − ε f − Σ f (k, z)

−1

=

G(L)
cc (k, z) G(L)

c f (k, z)
G(L)

f c (k, z) G(L)
f f (k, z)

 (3.35)

Aus der Inversionsformel

A U
V C

−1

=

(A − UC−1V)−1 (V −CU−1A)−1

(U − AV−1C)−1 (C − VA−1U)−1

 (3.36)
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3. Anderson-Modell

erhält man für die Diagonaleinträge der Greenfunktion die Ausdrücke

G(L)
cc (k, z) =

(
z − εk − Σc(k, z) − V

1
z − ε f − Σ f (k, z)

V∗
)−1

G(L)
f f (k, z) =

(
z − ε f − Σ f (k, z) − V∗

1
z − εk − Σc(k, z)

V
)−1

. (3.37)

3.6.1. Unkorrelierter Grenzfall

Im nicht-wechselwirkenden Fall, d.h. für U = 0, erhält man durch die Hybridisierung der
c-Elektronen mit den f-Elektronen eine Veränderung der Bandstruktur, wie sie in Abbildung
3.4 für ein zweidimensionales Tight-Binding-Band gezeigt ist. Durch die Hybridisierung ent-
steht eine Kopplung der c- und f-Elektronen, sodass sich effektive Teilchen von gemischtem
Charakter ergeben. Gleichzeitig wird das Schneiden der Energieniveaus bei εk = ε f durch die
Ausbildung einer Bandlücke Eg verhindert, die für kleine Werte von V gemäß Eg ≈ V2/2
skaliert. Die Diagonalisierung des Hamilton-Operators (3.34) für U = 0 ergibt für die Disper-
sionsrelation der beiden Bänder

ε̃(±)
k =

1
2

(
εk + ε f ±

√
4V2 + (εk − ε f )2

)
. (3.38)

Das obere Band hat sein Minimum bei k = (0, 0) während das Maximum des unteren Bandes
bei k = (π, π) liegt. Die direkte Bandlücke liegt dagegen bei εk = 0. Sie beträgt Eg,d = 2V .
Selbst eine sehr kleine Hybridisierung sorgt also dafür, dass sich ein isolierender Grundzu-
stand ergibt, während für V = 0 ein metallischer Zustand resultiert. In der Zustandsdichte, die
in Abbildung 3.5 gezeigt ist, wird ebenfalls die Ausbildung einer Bandlücke deutlich. Im Fall
V = 0 liegt eine zentrale Van-Hove-Singularität vor, die aus den Sattelpunktes des Bandes bei
εk = 0 hervorgeht. Dagegen ergeben sich bei V , 0 zwei weiter von ε = 0 entfernt gelegene
Singularitäten. Diese gehen kontinuierlich aus der ursprünglichen, zentralen Singularität her-
vor. Außerdem entstehen zwei direkt an den Bandkanten gelegene Singularitäten, die aus dem
flachen Bandverlauf am Rand der Brillouin-Zone bzw. um k = 0 resultieren.

3.6.2. DMFT-Approximation

Die in der DMFT erhaltene Vereinfachung des Gitterproblems in unendlich vielen räumlichen
Dimensionen kann auch als Näherung für endliche Dimensionen verwendet werden. Das PAM
kann im Rahmen dieser DMFT-Approximation in das SIAM überführt werden [9], wobei die
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3.6. Gittermodell - Periodic-Anderson-Modell

Abbildung 3.4.: Bandstuktur, Entstehung einer Bandlücke durch die Hybridisierung mit
Störstellen bei ε f = 0.0

Abbildung 3.5.: Zustandsdichte, Auswirkung der Hybridisierung
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3. Anderson-Modell

Selbstkonsistenzbedingung

G f f = G(L)
f f ,loc

1
z − ε f + ∆(z) − Σ f (z)

=
1
Nc

∑
k

G(L)
f f (k, z) (3.39)

gelten muss. Die Störstellen-Greenfunktion des SIAM G f f ist also gleich der lokalen Gitter-
Greenfunktion des PAM G(L)

f f ,loc. Weiterhin vereinfachen sich in dieser Approximation die
Greenfunktionen aus (3.37), da nur die Energie der f-Elektronen renormiert wird [8]:

G(L)
cc (k, z) =

(
z − εk − V

1
z − ε f − Σ f (k, z)

V∗
)−1

G(L)
f f (k, z) =

(
z − ε f − Σ f (k, z) − V∗

1
z − εk

V
)−1

. (3.40)

Iterativ gelangt man somit auf die selbstkonsistente Lösung des Gitterproblems im Rahmen
der DMFT-Approximation, wie es die Abbildung 3.6 verdeutlicht. Aus der Selbstenergie, die
man durch einen Störstellenlöser, z.B. durch QMC-Simulation, erhält, kann man aus (3.39)
eine neue Hybridisierungsfunktion ∆′(iωm) ableiten. Ist das Ergebnis, also dem vorherigen
Ergebnis in einem gewissen Sinne ähnlich, so kann aus (3.40) die Greenfunktion des Gitter-
modells abgeleitet werden. Die Selbstkonsistenz kann z.B. dann als erfüllt angesehen werden,
wenn gilt

‖∆ − ∆′‖ < ε

wobei ε eine gewählte Schranke ist und ‖ · ‖ eine Norm bezeichnet.

Abbildung 3.6.: Selbstkonsistenz-Zyklus in der DMFT-Approximation
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4. Beschreibung des Algorithmus

In diesem Abschnitt wird die Entwicklung der Zustandssumme vorgenommen, die den Kern
des in [23], [24] und [11] ausgearbeiteten CTQMC-Algorithmus darstellt.

4.1. Entwicklung der Zustandssumme in der
Hybridisierung

Die großkanonische Zustandssumme eines quantenmechanischen Systems kann nach [2] als
Funktionalintegral über Grassmann-Variablen geschrieben werden gemäß

Z =

∫
D[ψ̄, ψ] exp(−S [ψ̄, ψ]) (4.1)

wobei die Wirkung S gegeben ist durch

S [ψ̄, ψ] =

β∫
0

dτ
(
ψ̄(τ)

∂

∂τ
ψ(τ) + Ĥ(ψ̄(τ), ψ(τ))

)
. (4.2)

ψ ist dabei der Eigenwert zu einem Feldoperator ψ̂, der sowohl ĉ also auch f̂ bezeichnen soll,
d.h.

D[ψ̄, ψ] = D[c̄, c]D[ f̄, f ].

Als Hamilton-Operator könnte nun (3.1) des SIAM gewählt werden, die folgende Formulie-
rung verwendet allerdings eine Verallgemeinerung auf mehrere lokale Orbitale, sodass sich
dementsprechend auch der Hybridisierungsterm verändert, und nun die Form

Ĥhyb =
∑
k,α,σ

Vkαĉ†kσ f̂ασ + V∗kα f̂ †ασĉkσ,

annimmt, wobei eine zusätzliche Summe über die Orbital-Quantenzahl α hinzugekommen ist.
Der Beitrag der lokalen Störstelle Ĥimp kann neben der lokalen Coulomb-Abstoßung weitere
Terme, z.B. für die Coulomb-Abstoßung von Elektronen in verschiedenen Orbitalen oder eine
Spin-Bahn-Kopplung enthalten. Die genaue Form spielt hier zunächst keine Rolle, dessen
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4. Beschreibung des Algorithmus

Anteil an der Wirkung S l, der allein von den lokalen Feldern f̄ασ abhängt, lässt sich Abspalten
und aus dem Integral über die Felder der Badelektronen c̄kσ herausziehen. Der übrige Anteil
mit den Beiträgen des Bades und der Hybridisierung soll mit S c bezeichnet werden. Dieser
hängt von beiden Arten von Feldoperatoren ab.

S = S l + S c

S c =

β∫
0

dτ
∑
k,σ

c̄kσ(τ)
(
∂

∂τ
+ εk

)
ckσ(τ) +

∑
α

(
Vkασc̄kσ(τ) fασ(τ) + V∗kασ f̄ασ(τ)ckσ(τ)

) . (4.3)

Die Felder ψ lassen sich aus der Darstellung in imaginärer Zeit mittels der Fouriertransforma-
tionen

ψ̄(τ) =
1
β

∑
m

eiωmτψ̄(iωm) ψ(τ) =
1
β

∑
m

e−iωmτψ(iωm) (4.4)

in die Darstellung in fermionische Matsubara-Frequenzen ωm überführen. Die dazu inversen
Transformationen lauten

ψ̄(iωm) =

β∫
0

dτ e−iωmτψ̄(τ) ψ(iωm) =

β∫
0

dτ eiωmτψ(τ). (4.5)

Nach Anwendung der Fouriertransformation auf die Ausdrücke in (4.3) lässt sich die Ablei-
tung nach τ auswerten, sodass sich

S c =
1
β2

∑
k,σ

∑
m,n

β∫
0

dτ ei(ωm−ωn)τ
[
c̄kσ(iωm) (−iωn + εk) ckσ(iωn)

+
∑
α

(
Vkασc̄kσ(iωm) fασ(iωn) + V∗kασ f̄ασ(iωm)ckσ(iωn)

)]
(4.6)

ergibt. Die Matsubara-Frequenz (iωm) im Argument der Operatoren wird der Übersichtlichkeit
wegen im Folgenden als Index m geschrieben, d.h. ckσm = ckσ(iωm). Mit der Orthogona-
litätsrelation für Matsubara-Frequenzen

β∫
0

dτ ei(ωm−ωn)τ = β δnm (4.7)

lässt sich eine der Summen über die Matsubara-Frequenzen ausführen, und man erhält

S c =
1
β

∑
k,σ

∑
n

c̄kσn (−iωn + εk) ckσn +
∑
α

(
Vkασc̄kσn fασn + V∗kασ f̄ασnckσn

) . (4.8)

30
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Nach dieser Umformung und dem Herausziehen des Anteils der lokalen Störstelle S l aus dem
Integral über die Badfreiheitsgrade erhält man damit für die Zustandssumme

Z =

∫
D[ f̄, f ] exp(−S l[ f̄, f ])

∫
D[c̄, c] exp(−S c[c̄, c, f̄, f ])︸                                 ︷︷                                 ︸

I

. (4.9)

Das innere Integral I ist ein mehrdimensionales Gaußintegral und lässt sich durch Redis-
kretisierung und Entwicklung der Exponentialfunktion lösen. Die Entwicklung ist dabei für
Grassmann-Variablen exakt, denn [2]

f (ψ) = 1 + f ′(0)ψ.

Unter Verwendung der Integrationsregeln für Grassmann-Variablen∫
dψi ψ j = δi j und

∫
dψi = 0 (4.10)

verschwinden außerdem einige Terme, sodass

I =

∫
D[c̄, c] exp(−S c[c̄, c, f̄, f ])

=
∏
k,σ,n

∫
dc̄kσn dckσn exp

−1
β

∑
κ,s,m

c̄κsm (−iωm + εκ) cκsm +
∑
α

Vκαsc̄κsm fαsm − V∗καs f̄αsmcκsm




=
∏
k,σ,n

∫
dc̄kσn dckσn

[
1 +

1
β

∑
κ,s,m

cκsmc̄κsm (−iωm + εκ)

+
1

2β2

∑
κ1,α1,s1,m1
κ2,α2,s2,m2

Vκ1α1 s1V
∗
κ2α2 s2

(
c̄κ1 s1m1 fα1 s1m1

f̄α2 s2m2cκ2 s2m2
+ f̄α2 s2m2cκ2 s2m2

c̄κ1 s1m1 fα1 s1m1

)]
.

Dieses Zwischenergebnis lässt sich nach weiteren Vertauschungen integrieren:

I =
∏
k,σ,n

1
β

(−iωn + εk) +
1
β2

∑
α1,α2

Vkα1σV∗kα2σ
f̄α1σn fα2σn


=

∏
k,σ,n

1
β

(−iωn + εk) exp

1
β

∑
k,σ,n

∑
α1,α2

Vkα1σV∗kα2σ
f̄α1σn

1
−iωn + εk

fα2σn


⇒ Z =

∫
D[ f̄, f ] exp(−S l[ f̄, f ]) exp

1
β

∑
α1,α2

∑
k,σ,n

f̄α1σnVkα1σ

1
−iωn + εk

V∗kα2σ
fα2σn

︸                                                   ︷︷                                                   ︸
S e f f

. (4.11)
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Nun soll der Exponent, der eine effektive Wirkung S e f f beschreibt, weiter umgeformt werden.
Nach inverser Fouriertransformation (4.5) von Matsubara-Frequenzen zu imaginären Zeiten
erhält man

S e f f =
∑

α1,α2,σ,n

β∫
0

dτ dτ′ f̄α1σ(τ)
e−iωn(τ−τ′)

β

∑
k

Vkα1σ

1
−iωn + εk

V∗kα2σ

︸                             ︷︷                             ︸
∆α1α2(iωn)

fα2σ
(τ′). (4.12)

Hier taucht nun die Hybridisierungsfunktion ∆αα′(iωn) auf. Die Summe über die Matsubara-
Frequenzen ergibt gerade deren Fouriertransformation ∆αα′(iωn)→ ∆αα′(τ)

S e f f =
∑

α1,α2,σ

β∫
0

dτ dτ′ f̄α1σ(τ)

1
β

∑
k,n

Vkα1σ

e−iωn(τ−τ′)

−iωn + εk
V∗kα2σ

︸                                ︷︷                                ︸
∆α1α2(τ − τ

′)

fα2σ
(τ′).

Diese Summe lässt sich sogar berechnen, wenn man sie als Residuensumme einer meromor-
phen Funktion

f (z) =
exp(−z (τ − τ′))
−z + εk

1
exp(s β z) + 1

versteht, wobei s vom Vorzeichen von τ − τ′ abhängt.

s =

+1 , τ − τ′ < 0

−1 , τ − τ′ > 0.

Mit Hilfe des Residuensatzes kann man diese Summe berechnen, und erhält

∆αα′(τ) =
∑

k

Vkασ
e−τεk

e−β εk + 1
V∗kα′σ , 0 < τ < β. (4.13)

Damit erhält die Zustandssumme die Form

Z =

∫
D[ f̄, f ] exp(−S l[ f̄, f ]) exp

 ∑
α,α′,σ

β∫
0

dτdτ′ f̄ασ(τ)∆αα′(τ − τ′) fα′σ(τ′)


=

∫
D[ f̄, f ] exp(−S l[ f̄, f ])

+∞∑
k=0

1
k!

 ∑
α,α′,σ

β∫
0

dτdτ′ f̄ασ(τ)∆αα′(τ − τ′) fα′σ(τ′)


k

. (4.14)

Mit der Definition des zeitgeordneten lokalen Erwartungswertes und dem lokalen Anteil der
Zustandssumme 〈

T̂τ Ô
〉

loc
=

1
Zloc

∫
D[ f̄, f ] exp(−S l[ f̄, f ]) Ô (4.15)

Zloc =

∫
D[ f̄, f ] exp(−S l[ f̄, f ]) (4.16)
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4.1. Entwicklung der Zustandssumme in der Hybridisierung

erhält die Zustandssumme dann folgende Form, wobei hier die Ersetzung von Grassmann-
Variablen durch die entsprechenden Feldoperatoren fασ → f̂ασ vorgenommen wird:

Z = Zloc

+∞∑
k=0

1
k!

β∫
0

dτ1 dτ′1 · · · dτkdτ′k
∑
{α,α′,σ}

〈
T̂τ f̂ †α1σ1

(τ1) f̂α′1σ1
(τ′1) · · · f̂ †αkσk

(τk) f̂α′kσk
(τ′k)

〉
loc
×

× ∆α1α
′
1
(τ1 − τ

′
1) · · ·∆αkα

′
k
(τk − τ

′
k). (4.17)

Das Produkt aus dem lokalem Erwartungswert und den Hybridisierungsfunktionen kann nun
ein beliebiges Vorzeichen besitzen. Durch einen Trick versuchen wir daher, dieses Problem zu
umgehen. Wir benennen den Spinindex der Vernichtungsoperatoren um gemäß σi → σ′i und
summieren über alle σ′. Um keine Symmetriebrechung zu erlauben, definieren wir gleich-
zeitig ∆αα′σσ′(τ) = δσσ′∆αα′(τ). Da eine Permutation der Indizes lediglich ein zusätzliches
Vorzeichen erzeugt, das gerade dem Vorzeichen der Permutation entspricht, lassen sich alle k!
Permutationen π ∈ S (k) der τ′, σ′ und α′ im lokalen Erwartungswert zusammenfassen, sodass
man dadurch das folgende Ergebnis erhält:

Z = Zloc

+∞∑
k=0

∑
{α,α′,σ,σ′}

1
k!

β∫
0

dτ1 · · · dτk

β∫
0

dτ′1 · · · dτ
′
k×

×
1
k!

∑
π∈S (k)

sgn(π)
〈

T̂τ f̂ †α1σ1
(τ1) f̂α′

π(1)σ
′
π(1)

(τ′π(1)) · · · f̂ †αkσk
(τk) f̂α′

π(k)σ
′
π(k)

(τ′π(k))
〉

loc
×

× ∆α1α
′
1σ1σ

′
1
(τ1 − τ

′
1) · · ·∆αkα

′
kσkσ

′
k
(τk − τ

′
k). (4.18)

Nun ziehen wir das Produkt der Hybridisierungsfunktionen in die Summe über π hinein und
benennen in jedem Summanden die gestrichenen Variablen um, d.h. τ′i → τ′

π−1(i) und analog
σ′i → σ′

π−1(i), α
′
i → α′

π−1(i). Dann lässt sich der Erwartungswert ausklammern, und es verbleibt

Z = Zloc

+∞∑
k=0

∑
{α,σ,α′,σ′}

1
k!

β∫
0

dτ1 · · · dτk

β∫
0

dτ′1 · · · dτ
′
k×

×
〈

T̂τ f̂ †α1σ1
(τ1) f̂α′1σ′1(τ

′
1) · · · f̂ †αkσk

(τk) f̂α′kσ′k(τ
′
k)

〉
loc
×

×
1
k!

∑
π∈S (k)

sgn(π) ∆α1α
′

π−1(1)
σ1σ

′

π−1(1)
(τ1 − τ

′

π−1(1)) · · ·∆αkα
′

π−1(k)
σkσ

′

π−1(k)
(τk − τ

′

π−1(k)). (4.19)

Da sgn(π) = sgn(π−1) und die Permutationen eine Gruppe bilden, lässt sich die Summe über
alle Permutationen als Determinante einer Matrix ∆ mit den Einträgen ∆i j = ∆αiα

′
jσiσ

′
j
(τi − τ

′
j)
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4. Beschreibung des Algorithmus

schreiben, sodass die Zustandssumme letztlich zu

Z = Zloc

+∞∑
k=0

∑
{α,σ,α′,σ′}

1
k!

β∫
0

dτ1 · · · dτk

β∫
0

dτ′1 · · · dτ
′
k×

×
〈

T̂τ f̂ †α1σ1
(τ1) f̂α′1σ′1(τ

′
1) · · · f̂ †αkσk

(τk) f̂α′kσ′k(τ
′
k)

〉
loc
×

×
1
k!

det
(
∆αiα

′
jσiσ

′
j
(τi − τ

′
j)
)

(4.20)

wird. Anhand dieses Ausdrucks wird deutlich, dass das statistische Gewicht einer Konfigu-
ration von Operatoren proportional zum Produkt aus dem lokalen Erwartungswert und der
Determinante der Hybridisierungsfunktion ist.

Das Vorzeichenproblem wurde also dadurch gelöst, dass eine ganze Gruppe von Diagram-
men zusammengefasst wurde zu einer Determinante. Die Störungsordnung k ist dabei gleich
der Anzahl der Operatorpaare in dem lokalen Erwartungswert. Für spätere Zwecke definieren
wir hier noch kασ als die Anzahl der Operatorpaare zu einem Orbital- und Spinzustand |α, σ〉,
sodass

k =
∑
α,σ

kασ.

Die Matrix der Hybridisierungsfunktionen ist blockdiagonal in den Spinindizes, deren Deter-
minante ergibt sich demnach als Produkt der Determinanten der Blöcke, also ist

det (∆) = det
(
∆αiα

′
jσiσ

′
j
(τi − τ

′
j)
)

=
∏
σ

det
(
∆αiα

′
j
(τi − τ

′
j)
∣∣∣∣
σi=σ

′
j=σ

)
.

4.2. Berechnung der Greenfunktion

Der Ausdruck aus (3.18) für die lokale Bad-Greenfunktion lässt sich für ein Modell mit meh-
reren Orbitalen durch

Gαα′(τ − τ′) =
∑
k,k′

Vkα Gkk′(τ − τ′) V∗k′α′

= ∆αα′(τ) +
∑
α1α2

β∫
0

dτ1dτ2 ∆αα1(τ − τ1) Gα1α2(τ1 − τ2) ∆α2α′(τ2 − τ
′) (4.21)
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4.2. Berechnung der Greenfunktion

verallgemeinern. Gleichzeitig gilt nach [11]

Gαα′(τ − τ′) =

det


∆αα′(τ − τ′) ∆αα′1

(τ − τ′1) · · · ∆αα′n(τ − τ
′
n)

∆α1α′(τ1 − τ
′)

... ∆αiα
′
j
(τi − τ

′
j)

∆αnα′(τn − τ
′)


det

(
∆αiα

′
j
(τi − τ

′
j)
)

= ∆αα′(τ − τ′) −
∑

i, j

∆αα′i
(τ − τ′i) M ji ∆αiα′(τ j − τ

′), (4.22)

wobei sich die Umformung aus den Formeln für Fast Matrix Updates aus Anhang A er-
gibt. Durch Vergleich von (4.22) mit (4.21) erhält man die Vorschrift für die Messung der
Störstellen-Greenfunktion mit Hilfe der Matrix M:

Gαα′(τ − τ′) =
〈∑

i, j

Θ̃(τ, τ′, τi, τ
′
j) δααi M ji δα′α j

〉
(4.23)

wobei Θ̃(τ, τ′, τi, τ
′
j) =

δ(τ − τi) δ(τ′ − τ′j) , τi − τ
′
j > 0

−δ(τ − τi + β) δ(τ′ − τ′j) , τi − τ
′
j < 0

Man erhält somit für jede Konfiguration der Störungsordnung k aus der Matrix M gerade k2

korrelierte Messwerte für die Greenfunktion. Wenn die Störungsordnung aufgrund der Para-
meterwahl häufig sehr klein oder sogar Null ist, dann erhält man entsprechend wenige Mess-
werte, sodass diese Methode der Messung in einem solchen Fall nicht sinnvoll angewendet
werden kann. Dann muss die Greenfunktion aus dem lokalen Erwartungswert

〈
T̂τ · · ·

〉
loc

be-
stimmt werden.
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5. Implementierung des Algorithmus

Das Integral (4.20) für die Zustandssumme lässt sich nun mit Hilfe der Monte-Carlo-Integra-
tion berechnen. Das Produkt aus dem lokalem Erwartungswert A(x) und der Determinante der
Hybridisierungsfunktionen D(x) wird dabei als statistisches Gewicht einer Konfiguration von
Operatoren interpretiert.

W(x) =
1
k!

〈
T̂τ f̂ †α1σ1

(τ1) · · · f̂α′kσ′k(τ
′
k)

〉
loc︸                               ︷︷                               ︸

A(x)

1
k!

det
(
∆αiα

′
jσiσ

′
j
(τi − τ

′
j)
)︸                     ︷︷                     ︸

D(x)

(5.1)

x = {α1, σ1, τ1, τ
′
1; · · · ;αk, σk, τk, τ

′
k}.

Wie in Abschnitt 2.1 dargelegt, entspricht das Verhältnis dieser Größe zweier verschiedener
Konfigurationen gerade dem Verhältnis der entsprechenden Werte der Wahrscheinlichkeits-
dichte. Damit kann ein Sampling der stationäre Verteilung mit dem Metropolis-Algorithmus
vorgenommen werden.

5.1. Updateregeln

Um die Markov-Kette der Konfigurationen abzusuchen, wird ausgehend von der jeweils aktu-
ellen Konfiguration x eine Veränderung dieser Konfiguration generiert und vorgeschlagen. Um
die Ergodizitätsbedingung zu erfüllen, genügt dafür das Hinzufügen eines neuen Operator-
Paares oder das Entfernen eines bereits vorhandenen Operator-Paares. Beim Hinzufügen soll
dabei zufällig eine Spin- und Orbitalquantenzahl gewählt werden, sowie zwei imaginäre Zei-
ten τ und τ′, die dem Erzeugungs- bzw. Vernichtungsoperator zugeordnet werden. Beim Ent-
fernen sollen die beiden Operatoren jeweils zufällig aus den vorhandenen Operatoren aus-
gewählt werden.

Die Vorschlagswahrscheinlichkeit T zerfällt entsprechend in die beiden Anteile T + für das
Hinzufügen und T− für das Entfernen eines Operator-Paares. Beide werden als konstant im
jeweiligen Phasenraumbereich angenommen. Die Werte der Konstanten erhält man aus der
Normierungsbedingung ∫

dy T +(y, x) +

∫
dy′ T−(y′, x) = 1 (5.2)

36



5.2. Tests & Skalierungsverhalten

wobei dy und dy′ das Maß im vergrößerten bzw. verkleinerten Konfigurationsraum sind. Da
Entfernen und Hinzufügen mit gleicher Wahrscheinlichkeit ausgewählt werden sollen, folgt
daraus ∫

dy T +(y, x) =

∫
dy′ T−(y′, x) =

1
2

⇒ T + =
1
2

1
2 M β2 (k + 1)2 , T− =

1
2

1
k2 . (5.3)

Da ein Paar von Operatoren { f̂ †αiσi(τi), f̂α jσ j
(τ j)} nur dann entfernt werden kann, wenn αi = α j

und σi = σ j, ergibt sich für die Akzeptanzwahrscheinlichkeiten (2.10) für das Hinzufügen
eines Paares mit Orbital- und Spinquantenzahlen {α, σ} der Ausdruck

S (k + 1, k) = min
(
1,

k!k!
(k + 1)!(k + 1)!

A(y)D(y)
A(x)D(x)

2 M β2 (k + 1)2

(k + 1)(kασ + 1)

)
= min

(
1,

2 M β2

(k + 1)(kασ + 1)
A(y)D(y)
A(x)D(x)

)
, (5.4)

wobei in einem Term die Störungsordnung k, also die Gesamtzahl der Operatorpaare, ersetzt
wurde durch die Anzahl kασ der Operatorpaare zum Orbital- und Spinzustand {α, σ}. Für das
Entfernen eines Paares folgt analog

S (k − 1, k) = min
(
1,

k!k!
(k − 1)!(k − 1)!

A(y)D(y)
A(x)D(x)

k kασ
2 M β2 k2

)
= min

(
1,

k kασ
2 M β2

A(y)D(y)
A(x)D(x)

)
. (5.5)

Um die Akzeptanzwahrscheinlichkeit zu berechnen, müssen jeweils der lokale Erwartungs-
wert A(y) und die Determinante D(y) berechnet werden. Bei der Auswertung von A(y) muss
dabei auf die Zeitordnung der Operatoren geachtet werden, sie müssen also sortiert werden.
Dabei ergibt sich bei jeder Vertauschung ein Vorzeichenwechsel. Die Determinante D(y) ei-
ner neuen Konfiguration kann aus der vorherigen Determinante erhalten werden, da sich je-
weils nur ein Teil der dazugehörigen Matrix der Hybridisierungsfunktionen

(
∆αiα

′
jσiσ

′
j
(τi − τ

′
j)
)

verändert. Dazu werden die in Anhang A gezeigten Regeln für Fast Matrix Updates verwen-
det.

5.2. Tests & Skalierungsverhalten

Eine Referenz, anhand derer die Ergebnisse der Implementierung überprüft werden können,
ist die exakte Diagonalisierung. Für kleine Systemgrößen kann man damit thermische Er-
wartungswerte von Observablen wie der Doppelbesetzung, aber auch die Matsubara-Green-
funktionen messen. Dabei muss sich insbesondere zeigen, ob die Ergebnisse der numerischen
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5. Implementierung des Algorithmus

Simulation unverzerrt sind, und sich keine systematische Abweichung von der Referenz er-
geben. Für die Fehlerabschätzung wird für einfache Observablen wie die Doppelbesetzung
ein Jackknife-Verfahren verwendet, während für die Greenfunktionen und die Selbstenergie
ein Bootstrap-Verfahren zum Einsatz kommt [4, 14]. Im Folgenden werden die Werte für die
lokale Coulomb-Abstoßung U, die Hybridisierungsstärke V und die Lage der 4f-Niveaus ε f

in Einheiten des Hüpfmatrixelements t angegeben, und die inverse Temperatur β in Einheiten
von 1/t.

5.2.1. Doppelbesetzung

Für ein eindimensionales Bad mit Nc = 4 Badplätzen und ein einzelnes lokales Orbital ist
in Abbildung 5.1 das Ergebnis für die Doppelbesetzung aus QMC und ED verglichen. Dabei
wurde die Anzahl der Simulationsschritte der QMC-Berechnung sukzessive vergrößert. Man
sieht die Konvergenz des Ergebnisses mit zunehmender Anzahl von Einzelmessungen N, wo-
bei die Ungenauigkeit ungefähr mit 1/

√
N skaliert, wie man es aus (2.4) erwarten würde. In

Abbildung 5.1.: Doppelbesetzung, Parameter Nc = 4,U = 4,V = 1, ε f = 0.0, β = 20, gemes-
sen für unterschiedliche Anzahl von Updateschritten, die gestrichelte Linie
zeigt das Ergebnis der ED

Abbildung 5.2 sind die Ergebnisse beider Verfahren für die Doppelbesetzung für verschiedene
Hybridisierungsstärken V aufgetragen; die gute Übereinstimmung wird deutlich. Die Hybri-
disierung schwächt in diesem Fall die Unterdrückung der Doppelbesetzung durch die lokale
Coulomb-Abstoßung ab, die im atomaren Grenzfall von der Größenordnung 10−18 wäre.
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5.2. Tests & Skalierungsverhalten

Abbildung 5.2.: Doppelbesetzung, Parameter Nc = 4,U = 4, ε f = 0.0, β = 20, die durchge-
zogene Linie verbindet die entsprechenden Ergebnisse der ED

5.2.2. Störstellen-Greenfunktion

Neben einfachen Observablen wie der Doppelbesetzung spielen insbesondere die Greenfunk-
tionen eine wichtige Rolle in der Untersuchung von Festkörpersystemen, da sie viele Infor-
mationen über die Elementaranregungen des Systems liefern. In Abbildung 5.3 wird für das
obige Modellsystem die aus der Simulation erhaltene Störstellen-Greenfunktion mit dem Er-
gebnis der exakten Diagonalisierung. Die Übereinstimmung ist gut zu erkennen, es entsteht
keine systematische Abweichung. Lediglich im Bereich um τ = β/2, in dem die Greenfunkti-
on besonders kleine Werte annimmt, sind die statistischen Fehler so groß, dass eine sichtbare
Abweichung auftritt, die aber im Rahmen der Fehlerbalken liegt. In Abbildung 5.4 sind die
Diagonal- und Nebendiagonaleinträge der Störstellen-Greenfunktion Gαα′(τ) für ein Zwei-
Orbital-Modell dargestellt. Auch hier gibt es lediglich kleine statistische Abweichungen, die
Übereinstimmung ist sehr gut. Es ist zu beobachten, dass die Nebendiagonaleinträge für τ→ β

verschwinden. Der Grenzwert

lim
τ→β

Gαα′(τ) =
〈

f̂ασ f̂ †α′σ
〉

ist nämlich für U → ∞ gleich Null ist, wenn α , α′. Um nämlich ein Elektron im Zustand
(α, σ) zu erzeugen, muss die Störstelle vorher unbesetzt gewesen sein, danach lässt sich aber
kein Elektron im Zustand (α′, σ) vernichten. Die Diagonaleinträge erreichen dagegen für τ→
β alle den gleichen Wert, nämlich gerade 1 − N̂

( f )
.

Die statistischen Ungenauigkeiten, die bereits bei der Störstellen-Greenfunktion in ima-
ginärer Zeit auftraten, werden noch deutlicher in der Darstellung in Matsubara-Frequenzen,
wie sie Abbildung 5.5 zeigt. Für größere Frequenzen ergibt sich ein immer stärkeres Rauschen.
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5. Implementierung des Algorithmus

Abbildung 5.3.: G f f (τ) für die Parameter Nc = 4,U = 4,V = 1, ε f = 0.0, β = 20

Abbildung 5.4.: Gαα′(τ) für die Parameter Nc = 4,V = 1, ε0 = −1.0, ε1 = −0.8, β = 20, in
schwarz sind zusätzlich die entsprechenden Ergebnisse aus ED eingezeichnet
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Dies liegt darin begründet, dass die Asymptotik der Greenfunktion aus Gleichung (2.29) bei
der Messung nicht automatisch berücksichtigt wird. Da das asymptotische Verhalten aber be-
reits gut zu erkennen ist, wäre es möglich, den analytisch bestimmbaren Hochenergiebereich
anstelle der gemessenen Werte zu verwenden.

Abbildung 5.5.: Gαα′(iωm) für die Parameter Nc = 4,V = 1, ε0 = −1.0, ε1 = −0.8, β = 20, in
schwarz sind die Ergebnisse aus ED eingezeichnet

Entsprechend überträgt sich das Rauschen auch auf die Selbstenergie, wird aber dort noch
deutlich dadurch verstärkt, dass sie nach (3.8) die Differenz zweier asymptotisch gleicher
Größen ist. Die Ungenauigkeit wird dadurch für höhere Matsubara-Frequenzen sehr groß, wie
man anhand der Fehlerbalken in Abbildung 5.6 erkennen kann. Die Selbstenergie nimmt in
diesem Beispiel nur im Bereich bis ωm ≈ 10 sinnvolle Werte an. Die Asymptotik gemäß (3.21)
ist aber bereits zu erkennen.

Im Grenzfall U → ∞ ergibt sich ein verändertes Hochenergieverhalten als für endliches
U. Wie bereits in Abschnitt 3.5 erwähnt, wächst die Selbstenergie für iωm → ∞ linear an, da
die üblichen fermionischen Vertauschungsrelationen nicht mehr gelten. Dieses Verhalten zeigt
Abbildung 5.7 für eine Komponente der Selbstenergie eines Zwei-Orbital-Modells.

5.2.3. Skalierung

Neben der Genauigkeit der Ergebnisse spielt auch die Geschwindigkeit des Algorithmus ei-
ne entscheidende Rolle, vor allem wenn man sehr komplexe Modelle simulieren möchte. Die
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Abbildung 5.6.: Σ f f (iωm) für die Parameter Nc = 4,U = 4,V = 1, ε f = 0.0, β = 20

Abbildung 5.7.: Σ00(iωm) für die Parameter Nc = 4,V = 1, ε0 = −1.0, ε1 = −0.8, β = 20
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Skalierung der mittleren Störungsordnung
〈

k
〉

mit den Modell-Parametern ist somit von ent-

scheidender Bedeutung. Die Komplexität für einen einzelnen Update-Schritt ist O
(
k2

)
, so-

dass die Komplexität für einen Sweep, d.h. k Updateschritte, bis also eine neue unabhängige
Konfiguration erreicht ist, wie O

(
k3

)
skaliert [10]. Abbildung 5.8 zeigt die typische Vertei-

lung der Störungsordnung für verschiedene Parameter, die zu einer jeweils anderen mittleren
Störungsordnung führen.

Abbildung 5.8.: Verteilung der Störungsordnung für Nc = 4,U = 4, β = 20

Die mittlere Störungsordnung hängt, wie in Anhang B gezeigt, mit der Störstellen-Green-
funktion und der Hybridisierungsfunktion zusammen gemäß

〈
k
〉

= β

β∫
0

dτG f f (τ)∆(τ) =
∑

m

G f f (iωm)∆(−iωm). (5.6)

Der für die Skalierung entscheidende Parameter ist die Hybridisierungsstärke V, in der die
Entwicklung in Abschnitt 4 durchgeführt wurde. Abbildung 5.9 zeigt die Entwicklung der
mittleren Störungsordnung

〈
k
〉

mit der Hybridisierungsstärke V .
Der Bereich V � t lässt sich mit Hilfe des atomaren Grenzfalls verstehen. Dann ist G f f

unabhängig von V. Da ∆ ∝ V2 gilt auch
〈

k
〉
∝ V2. Für steigende Werte kann sich je nach

Parameterregime dann auch ein stärkerer Anstieg ergeben.
Für weiter wachsende Werte von V findet dann ein Wechsel zu

〈
k
〉
∝ V . Diese Veränderung

kann man, wie durch Vergleich der Greenfunktion für verschiedene Hybridisierungsstärken in
Abschnitt 6 deutlich wird, auf den Beginn des durch die Hybridisierung verursachten isolie-
renden Verhaltens zurückführen. (vgl. insbesondere Abbildung 6.2).

Ein Vorteil der Störungsentwicklung in der Hybridisierung ist, dass man damit große loka-
le Wechselwirkungsstärken erreichen kann. Wie in Abbildung 5.10 zu erkennen ist, zeigt die
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5. Implementierung des Algorithmus

Abbildung 5.9.: Störungsordnung kσ, Parameter Nc = 4,U = 4, ε f = 0.0, β = 20

Skalierung mit dem Wechselwirkungsparameter U ein sehr günstiges Verhalten. Die mittlere
Störungsordnung sinkt mit ansteigendem U immer weiter ab, wobei das genaue Verhalten von
den übrigen Parametern abhängt. Dies bestätigt die in [10] erhaltenen Ergebnisse. Der Grund
ist, dass die mittlere Störungsordnung mit der kinetischen Energie zusammenhängt [11]. Mit
zunehmendem U werden die Elektronen immer stärker lokalisiert, sodass die kinetische Ener-
gie abnimmt. Das spiegelt sich entsprechend in der mittleren Störungsordnung wider.

Abbildung 5.10.: kσ in Abhängigkeit von U, Parameter Nc = 4, ε f = 0.0

Die Skalierung mit der inversen Temperatur β zeigt Abbildung 5.11, hier für ein Zwei-
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5.2. Tests & Skalierungsverhalten

Orbital-Modell.
〈

k
〉

steigt in guter Näherung linear mit β an, wie die angepasste Gerade deut-
lich macht. Findet jedoch eine qualitative Veränderung der Greenfunktion statt, z.B. aufgrund
der Entstehung einer Kondo-Resonanz, oder einer Hybridisierungslücke, dann kann die Ska-
lierung auch davon abweichen.

Abbildung 5.11.: k0,σ in Abhängigkeit von β, Parameter Nc = 16,V = 1, ε0 = −1, ε1 = 1
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6. Ergebnisse

6.1. Anderson-Modell

In diesem Abschnitt werden einige Ergebnisse für das SIAM gezeigt, die sich aus der Si-
mulation mit dem beschriebenen CTQMC-Algorithmus ergeben. Dabei lassen sich in der
Greenfunktion und der Spinsuszeptibilität verschiedene Parameterregime und Anzeichen für
die Entstehung einer Kondo-Resonanz erkennen.

6.1.1. Störstellen-Greenfunktion

Bei den hier gezeigten Ergebnissen handelt sich zum einen um Resultate für ein einzelnes lo-
kales Orbital, wobei stets ε f = 0 gewählt wurde, sodass Halbfüllung vorlag. Daraus resultiert,
dass die Greenfunktion in imaginärer Zeit symmetrisch um τ = β/2 ist. Zum anderen erschei-
nen Ergebnisse für Mehr-Orbital-Modelle, wobei die in Abschnitt 3.5 besprochene Näherung
U → ∞ verwendet wurde.

Im atomaren Grenzfall ergibt sich für die Greenfunktion in Abhängigkeit von der Stärke
der Coulomb-Abstoßung U ein Verhalten G(τ) ∝ exp(−Uτ

2 ) für τ � β/2. Abbildung 6.1 zeigt
die Entwicklung der Greenfunktion eines einzelnen Orbitals für zunehmende Werte von U.
Für kleines U dominiert die Hybridisierung, sodass die Greenfunktion näherungsweise dem
nicht-wechselwirkenden Fall U = 0 entspricht. Mit steigenden Werten des Wechselwirkungs-
parameters wird die Greenfunktion für kleine τ-Werte zunehmend steiler, der exponentielle
Abfall wird jedoch im mittleren Bereich durch die Hybridisierung abgeschwächt. Für U = 8
tritt bereits ein flacherer Bereich um τ = β/2 auf, der für den Fall U = 16 noch deutlicher zu
erkennen ist. Dieser deutet auf die Ausbildung einer Kondo-Resonanz hin. Aus der Entstehung
von spektralem Gewicht bei ω = 0 resultiert nämlich gerade ein Plateau in der Greenfunktion
in imaginärer Zeit.

Dieses Verhalten lässt sich ebenfalls in Abbildung 6.2 erkennen. Dort ist die Entwicklung
der Greenfunktion für steigende Hybridisierungstärke V gezeigt. Anstelle des exponentiellen
Abfall von G(τ) im atomaren Grenzfall tritt bei schwacher Hybridisierung ein Plateau über
einen weiten τ-Bereich auf. Für die Werte V ≤ 0.4 ist das System deutlich im Kondo-Regime.
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6.1. Anderson-Modell

Abbildung 6.1.: G f f (τ) für die Parameter Nc = 4,V = 1, ε f = 0.0, β = 20

Die Höhe des Plateaus ist ein Maß für das spektrale Gewicht am chemischen Potential. Bei
V = 0.4 ist die Kondo-Resonanz demnach ausgeprägter als bei V = 0.2. Für V = 0.7 ist die Re-
sonanz weiter verbreitert und verliert an Gewicht. Hier ist bereits das Mixed-Valence-Regime
erreicht, und für noch größere Hybridisierung zeigt sich ein immer deutlicheres Absinken von
G(τ) bis zu τ = β/2.

6.1.2. Spinsuszeptibilität

Abbildung 6.3 zeigt die Ergebnisse für die statische Spinsuszeptibilität in Abhängigkeit von
der Temperatur, und für zwei verschiedene Werte von U. Im Vergleich zum entkoppelten Fall
sorgt eine zusätzliche Hybridisierung mit den Bandelektronen (V > 0) für eine teilweise
Abschirmung des lokalen Spins, sodass die Suszeptibilität bereits bei hohen Temperaturen
etwas geringer ist. Für Temperaturen unterhalb der Kondo-Temperatur ergibt sich eine im-
mer stärkere Abschirmung, mit der Ausbildung des Singletts im Grenzfall T → 0 wird der
Spin vollständig kompensiert, sodass eine endliche Suszeptibilität verbleibt. Die Variation des
Wechselwirkungsparameters hat gemäß Gleichung (3.28) und (3.27) eine Veränderung der
Kondo-Temperatur zur Folge, mit steigendem U wird diese geringer. Entsprechend ergibt sich
eine deutliche Abweichung vom Curie-Verhalten bei U = 4 erst bei tieferer Temperatur als
bei U = 2. Außerdem resultiert daraus auch die höhere Sättigungssuszeptibilität.

Abbildung 6.4 zeigt die Spinsuszeptibilität in Abhängigkeit von der Temperatur für ein
Modell mit drei lokalen Orbitalen und für verschiedene Hybridisierungsstärken. Dabei wurde
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6. Ergebnisse

Abbildung 6.2.: G f f (τ) für die Parameter Nc = 4,U = 4, ε f = 0.0, β = 20

Abbildung 6.3.: Spinsuszeptibilität für die Parameter Nc = 4,V = 0.4, ε f = 0.0, die schwarze
Linie zeigt den Verlauf im atomaren, entkoppelten Grenzfall für U = 4
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6.2. DMFT-Approximation für das PAM

ein zweidimensionales Bad mit Nc = 16 × 16 Gitterplätzen gewählt. Im eingezeichneten ent-
koppelten Fall (V = 0) spiegelt sich in der Spinsuszeptibilität die energetische Struktur des
lokalen Systems wider. Bei sehr tiefen Temperaturen ist nur das niedrigste Niveau besetzt, so-
dass sich ein Curie-Verhalten ergibt. Sobald die thermische Energie mit steigender Temperatur
vergleichbar mit dem Abstand zwischen den Niveaus wird, werden auch die höheren Niveaus
zunehmend häufiger besetzt. Somit erhält man einen Übergangsbereich mit einer komplizier-
teren Temperaturabhängigkeit, dieser beginnt hier bei T/t = 0.05. Bei deutlich höheren Tem-
peraturen sind alle Niveaus gleich besetzt, und es ergibt sich wieder ein Curie-Verhalten. Für
V = 0.3 folgt der Verlauf im gezeigten Bereich annähernd dem des atomaren Grenzfalls, die
Abweichung aufgrund der Hybridisierung ist gering. Für V = 0.5 ist die Abschirmung al-
lerdings bereits bei hohen Temperaturen etwas größer. Außerdem ist die Kondo-Temperatur
deutlich größer, sodass für niedrigere Temperaturen T/t < 0.05 die Abschirmung des lokalen
Spins und die Ausbildung des Singletts in Erscheinung tritt.

Abbildung 6.4.: Spinsuszeptibilität eines Drei-Orbital-Modell für U → ∞, Nc = 16×16, ε0 =

−1.0, ε1 = −0.8, ε2 = −0.2, die schwarze Linie zeigt den Verlauf im atomaren
Grenzfall

6.2. DMFT-Approximation für das PAM

Das PAM kann im Rahmen der in Abschnitt 3.6.2 eingeführten DMFT-Approximation auf das
SIAM abgebildet werden und damit durch den beschriebenen Strong-Coupling-Algorithmus
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6. Ergebnisse

numerisch untersucht werden. Durch die Beschreibung mittels einer effektiven Störstelle er-
gibt sich eine effektive Störstellen-Greenfunktion, die gleich der lokalen f-Gitter-Greenfunk-
tion ist. Aus der daraus erhaltenen Selbstenergie kann man mit Hilfe der Gleichungen (3.40)
die Greenfunktionen der c- und f-Elektronen des Gittermodells berechnen.

6.2.1. Greenfunktion

In den Abbildung 6.5 bis 6.7 ist die Entwicklung der Greenfunktionen in Matsubara-Fre-
quenzen mit steigender inverser Temperatur für verschiedene Hybridisierungsstärken darge-
stellt. Die Störstelle war dabei an ein zweidimensionales Bad von Nc = 64 × 64 Gitterplätzen
angekoppelt.

In der f-Greenfunktion G(L)
f f (iωm) zeigt sich bei der höchsten Temperatur β = 4 eine geringe

Veränderung mit zunehmendem V , die auf die Verbreiterung der bei ε f − U/2 und ε f + U/2
liegenden, schmalen 4f-Niveaus zurückzuführen ist. Für V = 0.7 und V = 1.0 sind die Niveaus
bereits so stark verbreitert, dass spektrales Gewicht am chemischen Potential ω = 0 vorliegt,
wie der Anstieg in Richtung iωm → 0 andeutet. In der Greenfunktion der Badelektronen
G(L)

cc (iωm) lässt sich kaum ein Einfluss der Hybridisierung ausmachen.
Bei β = 20 findet man die obige Beobachtung bestätigen. Für V = 0.4 sinkt die Green-

funktion in Richtung iωm → 0 ab, was auf eine Lücke im Spektrum hindeutet. Gleichzeitig
ergeben sich für die Badelektronen bei V = 1 die Anzeichen einer Hybridisierungslücke, also
ein isolierendes Verhalten.

Bei der niedrigsten betrachteten Temperatur β = 50 werden diese Trends noch deutlicher.
Für die Leitungselektronen könnte sich bei V = 0.7 bei etwas tieferen Temperaturen eine
Bandlücke ergeben, bei V = 1 liegt diese eindeutig vor. Für V = 0.4 hat eine qualitative
Veränderung in der f-Greenfunktion dahingehend ergeben, dass nun wieder ein leichter An-
stieg in Richtung iωm → 0 zu erkennen ist, was auf die allmähliche Ausbildung der Kondo-
Resonanz bei ω = 0 hindeutet.
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6.2. DMFT-Approximation für das PAM

Abbildung 6.5.: Greenfunktion des PAM, Nc = 64 × 64,U = 4,V = 0.4, ε f = 0.0, β = 4

Abbildung 6.6.: Greenfunktion des PAM, Nc = 64 × 64,U = 4,V = 0.7, ε f = 0.0, β = 20

Abbildung 6.7.: Greenfunktion des PAM, Nc = 64 × 64,U = 4,V = 1.0, ε f = 0.0, β = 50
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7. Ausblick

Die Hybridisierungsentwicklung der Zustandssumme zur CTQMC-Simulation von Modell-
systemen für stark korrelierte Materialien hat sich als eine sehr gut geeignete Methode erwie-
sen, um Systeme mit großer lokaler Coulomb-Wechselwirkung zu simulieren.

Aus den gewonnenen Greenfunktionen soll mit Hilfe einer Methode zur analytischen Fort-
setzung wie dem stochastischen Maximum-Entropy-Verfahren [6] die Spektralfunktion extra-
hiert werden, um diese mit Daten aus PES-Experimenten vergleichen zu können. Damit hätte
man außerdem direkten Zugriff auf die Kondo-Resonanz, und könnte ihre Ausbildung in den
betrachteten Parameterregimen besser verfolgen. Abbildung 7.1 zeigt auf diese Art gewonnene
k-abhängige Spektralfunktionen für die Cer-Verbindung CePt5 für zwei verschiedene Tempe-
raturen. Im Vergleich der Darstellungen lassen sich gut die bei T = 11.6K am chemischen

Abbildung 7.1.: k-aufgelöste 4f-Spektralfunktion von CePt5 aus NCA-Berechnungen, Links:
T = 1160K, Rechts: T = 11.6K, aus [4]

Potential entstandenen Zustände erkennen, aus denen die Kondo-Resonanz resultiert. Aus der
sehr flachen Dispersion resultiert eine sehr große effektive Masse dieser Quasiteilchen.

Das PAM könnte noch ausführlicher im Rahmen der DMFT-Approximation untersucht wer-
den. Zur Untersuchung von Modellsystemen wie dem Anderson-Modell wurden neben der
besprochenen Methode und ähnlichen Ansätzen zur numerischen Simulation auch approxi-
mative Methoden wie die Non-Crossing-Approximation (NCA) entwickelt. Diese liefert für
Temperaturen oberhalb der Kondo-Temperatur gute Ergebnisse für die Spektralfunktion und
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andere interessante Größen. Die verwendete Näherung wird allerdings unterhalb der Kondo-
Temperatur ungültig. Um die Güte der Ergebnisse aus NCA-Berechnungen einschätzen zu
können, soll ein direkter Vergleich mit der in dieser Arbeit behandelten CTQMC-Methode
durchgeführt werden.

Von Interesse könnte weiterhin die mögliche Entstehung von magnetischer Ordnung sein.
Um diese beobachten zu können, ist eine Erweiterung des Verfahrens auf Cluster von Störstellen
nötig, damit im Rahmen einer Verallgemeinerung der DMFT auf Cluster räumliche Fluktua-
tionen berücksichtigt werden könnten. Dies würde eine umfassendere Charakterisierung der
beobachteten Phasen erlauben, insbesondere im Hinblick auf Symmetriebrechungen.
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A. Fast Matrix Updates

Das Matrix-Determinanten-Lemma

det(A + UVT ) = det(1 + VT A−1U) det(A) (A.1)

und die Sherman-Morrison-Woodbury-Formel [7]

(A + UVT )−1 = A−1 − A−1U(1 + VT A−1U)−1VT A−1 (A.2)

geben an, wie sich eine Matrix und ihre Determinante verändern, wenn man an ihrer inversen
Matrix ein Update vom Rang k vornimmt, wenn sich also Werte in insgesamt k Spalten oder
Zeilen verändern. Diese Veränderung erreicht man durch Addition des Produkts UVT . Im
einfachsten Fall sind U und V Vektoren, sodass 1 + VT A−1U eine Zahl ist. Im Allgemeinen
sind U und V jedoch n × k-Matrizen, dann ergibt dieser Ausdruck eine k × k-Matrix.

Durch Hinzufügen, Entfernen oder Verschieben von Operatoren oder Operatorpaaren ergibt
sich eine Veränderung der Matrix ∆i j = ∆αiα jσiσ j(τi − τ

′
j) gemäß:

∆′ = ∆̃ + U1VT
1 + U2VT

2 (A.3)

wobei ∆̃ im Fall des Hinzufügens die um k Spalten und Zeilen ergänzte Matrix ist:

∆̃ =

∆ 0
0 1k×k


In der Simulation wird die Inverse dieser Matrix, M = ∆−1 gespeichert. Aus (A.1) und (A.2)
kann für

M′ =
(
∆̃ + U1VT

1 + U2VT
2

)−1
=

(
M̃−1 + U1VT

1 + U2VT
2

)−1

die folgenden Beziehungen für die Determinante und die Einträge von M′ hergeleitet werden,
wobei die Abkürzung α = 1 + VT

1 M̃U1 verwendet wird:

det(M′−1) = det(M−1) det(α − VT
2 M̃U1) (A.4)

M′ = M̃ − M̃U1α
−1VT

1 − (U2 − M̃U1α
−1)(1 − VT

2 M̃α−1U1)−1(VT
2 M̃ − VT

2 M̃U1α
−1VT

1 ) (A.5)

54



B. Skalierung

Die mittlere Störungsordnung erhält man unter Verwendung von (4.15) und (4.17) durch

〈
k
〉

=
Zloc

Z

+∞∑
k=0

k
k!

β∫
0

dτ1 dτ′1 · · · dτkdτ′k×

×
∑
{α,α′σ}

〈
T̂τ f̂ †α1σ1

(τ1) f̂α′1σ1
(τ′1) · · · f̂ †αkσk

(τk) f̂α′kσk
(τ′k)

〉
loc
×

× ∆α1α
′
1
(τ1 − τ

′
1) · · ·∆αkα

′
k
(τk − τ

′
k)

=

β∫
0

dτ dτ′
∑
a,a′,s

Zloc

Z

+∞∑
k=0

1
k!

β∫
0

dτ1 dτ′1 · · · dτkdτ′k×

×
∑
{α,α′,σ}

〈
T̂τ f̂ †α1σ1

(τ1) f̂α′1σ1
(τ′1) · · · f̂ †αkσk

(τk) f̂α′kσk
(τ′k) f̂ †as(τ) f̂a′s(τ

′)
〉

loc
×

× ∆α1α
′
1
(τ1 − τ

′
1) · · ·∆αkα

′
k
(τk − τ

′
k) ∆aa′(τ − τ′)

Das innere Integral ergibt gerade den Erwartungswert
〈

T̂τ f̂ †as(τ) f̂a′s(τ
′)

〉
, welcher die Green-

funktion definiert. Somit ergibt sich

〈
k
〉

= β
∑
α,α′,σ

β∫
0

dτGαα′(τ) ∆αα′(τ)

=
∑

m

∑
α,α′,σ

Gαα′(iωm) ∆αα′(−iωm)
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